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Über ganze ganzwertige Funktionen. 


Von 
Georg Pôlya in Zürich. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 28. November 1919 von E. Landau. 


In eïner früheren Untersuchung!) habe ich einen Satz be- 
wiesen, der sich ungefähr so formulieren läft: die Funktion 2° 
ist die kleinste ganze transzendente Funktion, die für nicht- 
negative ganzzahlige Werte der Variablen ganzzahlige Werte an- 
nimmt. Den genauen Wortlaut des von mir bewiesenen Satzes 
hat in der Zwischenzeit Herr Hardy?) wesentlich ergänzt, imdem 
er eine zu seinem Beweise nôtige Abschätzung genauer ausftührte. 
Ich wurde auf die Arbeïit von Herrn Hardy erst kürzlich durch 
einen Brief von Herrn Landau aufmerksam gemacht, der mir 
zugleich eine sehr vereinfachte Methode zur Durchführung der 
H ardyschen Abschätzung mitteilte. Indem ich diese Abschätzungs- 
methode mit passenden algebraischen Überlegungen verband, konnte 
ich das folgende präzise Resultat erreichen: 

I. Es sei g(2) eine ganze transzendente Funktion 
und M(r) das Maximum von g(2) im Kreise{:| 7. Nimmt 
g(e) für 4 = 0, 1, 2, 3,... ganzzahlige Werte an, so ist 

lim M(r}2">1. 

Weiter gilt folgendes: gibt es eine positive Zahl 
PhodaeMG)2r fire 1 'beschränkt bleibt, s0 
folgt aus der Ganzzahligkeit der Werte g(0), g(1), g(2), 


1) Über ganze ganzwertige Funktionen, Rendiconti, Palermo, Bd. 40 (1915, 
2) $. 1—16. Vgl. auch den Satz IV in meiner Arbeit Über Potenzreihen mit 
ganzzabligen Koeffizienten, Math. Annalen Bd. 77 (1916) S. 497—518. 
2) Hardy, On a theorem of Mr. G. Pélya, Proceedings of the Cambridge 
Phil. Soc. Vol. XIX, 5. 60—683. | 
Kgl. Ges. d, Wiss, Nachrichten, Math.-phys, Klasse, 1920 Heft 1. 1l 
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8. Hilfssatz. Wird die durch (8) definierte Funktion F(x, y) : 
nach Potenzen von x und y entwickelt, d.h. 


Cove) 


EG) = 2 2 hr Ÿ 
gesetzt, so ist 
(9) A, = 0, sobald +2» =l—1. 


Setzen wir 


SR ESS Ds 


[ee] (ee) % 
= > > B,,(u)ay. 
u=0v=0 


Wird die Differenzenbildung auf die erste Variable n von G{(n;x,y) 
bezogen, so ist 


F(e,9 = (CW460;z9 = (CUS Sy 48,0) 


Der in Aussicht genommene Hilfssatz wird somit sicherlich 
erwiesen sein, sobald erwiesen ist, da B,,(n) eine ganze rationale 
Funktion von » ist, deren Grad u + 2» nicht übersteigt. Letzteres 
soll ich also zeigen. 

Bekanntlich ist die v-te Potenzsumme der »# ersten ganzen 
Zahlen 0, 1, 2, 3, ... (n—1), d.h. die Grôfe 

0’+1"+2"+...+(n—1) 
eine ganze rationale Funktion von n vom Grade v+1. Das 
leuchtet aus der Formel 
1 + e* + € + Et + pu enr — — 
unmittelbar ein. Folglich ist die v-te elementare symmetrische 


Funktion der ersten * ganzen Zabhlen, d.h. der Koeffizient von 
(— y) in der Entwicklung des Produktes 


(L— 0y) (1 — 1y)(1 — 2y)… (1 (n— 19) 
eine ganze rationale Funktion von », u. zw. vom Grade 2», wie es 


etwa den Waringschen Formeln entnommen werden kann. Folg- 
lich ist in der Entwicklung des Bruches 


$ 
(—y)( —2y)...(1—(n—1)y) 
nach wachsenden Potenzen von y der Koeffizient y” ebenfalls eine 
ganze rationale Funktion von #, hüchstens vom Grade 2. Nun 


(1) 


Über ganze ganzwertige Funktionen. B 
ist in der Entwicklung der Funktion 
42)  (A+n(+z+y(+z+2y)...(L+z+(n—-1y) 
der Koeffizient von x“y” eine rationale ganze Funktion von # von 
dem Grade uw +2»; er ist nämlich das Produkt von der »-ten 
elementaren symmetrischen Funktion der Zahlen 0, 1, 2, ...(n—1) 
und von ; 
se neutron ul), 
u | =. Ve L 
Durch Multiplikation von (11) und (12) geht hervor, da8 die in 
Formel (10) auftretenden GrôBen B,,(7) ganze rationale Funktionen 


von * sind, u. zw. hôchstens vom Grade uw + 2», w.2. b. w. 
Korollar. Wird 


11 
(13) F9 IL(— 49 = DE Gay 


gesetzt, so ist C,, — 0, wenn u +2» =1l—1, oder wenn u=1+1, 
oder wenn v = l. 

Die Funktion (13) ist nämlich eine rationale ganze Funktion 
von + und y, vom Grade ? in der ersten, vom Grade / — 1 in der 
zweiten Variablen. — 

Es ist nach Formelr (6) (7) (8) (13) 

4 h-7 fi -À) ee (: - LI — 2) 90) = 


n 


nec ot. | 


Ich setze zur Abkürzung 


5 n!2%]dz| 
ce Ne rer 
das Integral über den Kreis [2] — 2n erstreckt. 


4. Hilfssatz®). Es ist für jedes feste uw bei unendlich 
wachsendem 


u 


1 


zæ—2n 
n 


5) Verallgemeinerung der erwähnten Hardyschen Abschätzung, die den 
Fall u — O betrifft. Auf die entscheidende Einführung der Funktion e* wurde 
ich durch den erwähnten Brief des Herrn Landau aufmerksam. Vgl. Landau, 
On Mr. Hardy’s extension of a theorem of Mr. Pélya. Proc. of the Cambridge 
Phil. Soc. Vol. XIX. 
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Ich fübre in das Integral se die neue Variable # ein, definiert 
durch die Gleichung 
it 


(16) 2 = ne Ÿ” 


t muB von —x\/n bis +x\/n laufen und das Integrand ist eine 
gerade Funktion von {. Nach naheliegenden Umformungen, die 
HARçOren passend gruppiert, schreibe ich 


u 
— 3 n!nl2 
(17) J(n) = 40 TEE Fe ji PTT 
wo zur Abkürzung 
2n—12n—2 2n-n 2—2n|" 
CE PC) = a Re 


gesetzt ist. Die rechte Seite von (17) ist 4 zwei Multipli- 
kationspunkte in drei Faktoren zerlegt. Die Grôfenordnung des 
ersten Faktors ist in Evidenz. Der zweite Faktor hat den Grenz- 
wert Vx für # — «, wie es sich durch geläufige Anwendung der 
Stirlingschen Formel ergibt. Der dritte Faktor hat auch einen 
Grenzwert‘), hier soll aber nur gezeigt werden, daB er beschränkt 
bleibt, was zum Beweise unseres Hilfssatzes vollständig genügt. 
Zunächst ist für 0O<é<xV/n 
FF = Eu sin € %, 


Vn 2Un — 
(20) k — _ 1 
Die Reïhe 


(19) 


Ich setze ferner 


: L k? 3 
LYS yen 
weist nur einen Zeichenwechsel auf, und hat daber, nach dem ein- 
fachsten Falle der von Laguerre verallgemeinerten Descar- 
tesschen Regel, nur eine positive Nullstelle. Diese ist y = 8, 
gemäf (20). Somit ist 


1 
— eXs AY fi 
(21) 1+y—-e#—>0, ro für 0<y<8. 


ee] 
6) Der Grenzwert ist js gun (8 2-1)4% wie eine leichte Modifikation des 
0 


pachfolgenden Beweises zeigt. 
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Dies angewendet wird für » — 1, 2, 3, ...n 
ll = (2n —v) 1 
Z—v 


(22) : Be 
An? — Anv cos — + v° 1+ re: 
Vn (an — 


k8nv 
£ ex (- Gen sin? — 
ue (2n — 2 Un 
—k8nv 4 1 

Æ ER LS 

D _. — v} n° ar 
Ich schrieb exp (2) anstatt e* und benutzte, daf für 0OZx= LZ 
€ abnimmt. Man setze in (22) v = 1, 2, 3, ... n, man multi- 


pliziere die so entstandenen Ungleichungen miteinander und man 
ziehe auch die Ungleichung (19) in Betracht. Es ergibt sich 


f,O 24 exp (- LI nv ) 


mn, (2n—v) 
Nan ist offenbar 


1 
nv x dx 


2, (2n — v} Æ L (2 — x) 


= 1-lg2. 


Somit läft sich eine positive Konstante c finden, derart, da im 
ganzen Integrationsintervall und für n — 1, 2, 3, ... 


LANCE 


LOE<2Me er, [ f(Od4= j OH pu ec 
0 


W. Z. b. w. 
5. Nun sei vorausgesetzt, daB die ganze Funktion g(z) für 
z — 0, 1, 2, 3, ... ganzzahlige Werte annimmt und daf 


(28) ge) < 122" 


für genügend grofies |z|, wo X eine feste positive Grôfe bedeutet. 
Es ist nach (14) (15) (23) 


#4 -1)9 O1 TT (1-2) = 


Es ist nach dem Hilfssatz unter 4 


eu 5310. () z 00 


21e 


Gyre = où 


Nach dem Korollar unter 8 gibt es nur endlich viele von 0 ver- 
schiedene Zahlen C,,, und falls [C,,] > 0 ist, ist u +2v Z1. Daher 


8 Georg P6lya, 


ist, bei festem ! und unendlich wachsendem », 


Le PALA 
4"1(4 —1)g(0) — of :) 
Wird also von vornherein ! > 2% gewählt, so ist 
(24) lim 4"4(4—1}g(0) — 0. 
n = oo 


Da die Werte g(0), g(1), g(2), ... ganzzahlig sind, sind auch die 
daraus gebildeten sukzessiven Differenzen ganzzahlig. Somit be- 
sagt (24), daf 

4"*(4 —1)g(0) = 0 
ist für alle Werte von *, abgesehen von endlich vielen. Dabher 


gibt es, nach dem Hilfssatz unter 2, zwei Polynome P(2) und Q(2), 

so daf 

(2) g(e) = P()X#+0@() 

für alle ganzzahlige Werte von z. Endlich mu, nach dem Hilfs- 

satz unter 1, die Gleichung (2) identisch in z stattfinden w. z. b. w. 
Es ist klar, daB unter allen Funktionen g(z2), die in der Form 

(2) enthalten sind, das allergeringste Anwachsen die Funktionen 


(25) g(e) = a+ Q(e) 
aufzeigen, wo «a eine Konstante ist. Es ist nun, sobald * den 
Grad von Q(2) übersteigt, 


A°g(0) = a 4"2° + 4"Q(0) = a. 
Sind also die Werte g(0), g(1), g(2), ... sämtlich ganzzahlig, so 
muB «a auch eine ganze Zahl sein. Die absolut kleinsten Werte 
von a, bei denen (25) noch transzendent ausfällt, sind a = +1 
und a = —1. Damit ist Satz I in vollem Umfang erwiesen. 
6. Die Newtonsche Interpolationsformel kann man so 
schreiben: 


@) _f@=S d. f (D). 


Die rechte Seite bricht für z — 0, 1, 2, 3, ... ab, und gibt den 
richtigen Wert für f(z). Die Funktion 2° ist mit dieser Inter- 
polationsformel insoweit verbunden, daB die Funktion f (2) — 2’ 
der Differenzengleichung 


A1) = FC) oùer f+1)-2f() = 0 


genügt, und infolgedessen die in der Formel (26) auftretenden 
Koeffizienten f(0), 4f(0), 4'f(0), 4° f(0), .…. sämtlich den gleichen 
Wert — 1 haben. 


Ce) 2(a—1)(:—2).. (e—n+1) A" 
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Eine weniger geläufige Formel von Laplace”) kann man so 
schreiben: 


—1)(2— 4 — 1 
f(e) = f(0) +$ &(e 1) (e° JE (à JC») + 
D à (2—1)(2—4)... (2 —(n — ae 
RS ET ne pren +9) fn). 

Die rechte Seite bricht ab und gibt den richtigen Wert (+) 
für 4 — 0, +1, +2, +3, .... Ahnlich, wie 2 mit der Ne w- 
tonschen ist die Funktion 
(28) f(e) = a É ae } HS 5 


mit der Laplaceschen Interpolationsformel (27) verbunden (4 und 
b sind Konstanten). Die Formel (28) gibt nämlich das allgemeine 
Integral der Differenzengleichung 2-ter Ordnung 
(29) Z'f(e—1) = f(e) oder f(2+1)—3f(2)+f(e—-1) = 0. 
Folglich ist für die Fanktion (28) 
FO) = PO = A'N-2) = DÉS) = = a+ 
FO)—C-D = PGO) = LCI) 8) = = (DV 
d.h. die beiden Koeffizientenreihen der Laplaceschen Formel 
(27) haben einen ständigen Wert, wenn die Funktion (28) inter- 
poliert wird. 

Man kann diese Analogie verfolgen und dem vorangehenden 


Beweisgang Schritt für Schritt entsprechend nacheinander beweisen : 
Wenn die Grüfen 


doyen) (s) 4 ge-n+0+(,)2" (en + 2) — 


+(—1) 2% g(e—n+1 
für & — —1, 0, +1 und für alle n von einem gewissen an ver- 
schwinden, so kann für alle ganzzahlige Werte von # 


10 = PO E)+00 5) +R 0 


gesetzt werden, wo P(z), Q(2), R(:) Polynome sind. 
Es ist 
Pr (5) gen + ++ Cyr + D = 
1 2n! g(e)dz 


a DR D Re H 
27 2(2° 2 L) (e° = 22) ee (e° ee n°) (x, y) 


7) Laplace, Théorie analytique des probabilités, Chap. I, No. 4. 
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wenn 
bn un ALES 
DA el Re 
Sep) se tetes. hear 
120 4A/1(—y)(—2y)(—8y) (1—2(4—-1)y)(—(21-1)y) 
— H(x, y) 
gesetzt wird. 

Wird der Variablen x die Ordnung + und y die Ordnung 1 
zugeschrieben, so verschwindet H(x, y) für æ — 0, y = 0 von 
beliebig grofer vorgeschriebener Ordnung, vorausgesetzt, daf ! 
genügend grof ist. » 

Das Integral über den Kreis |:| — V5n erstreckt, wird 


il EI ÊE FE e : Fe PRE or?) 


für unendlich wachsendes », wenn uw festgehalten ist. 

Aus diesen Hilfssätzen folgt der Satz II ebenso, wie vorher 
Satz I aus den ausführlich bewiesenen Hilfssätzen. Eine leichte 
Diskussion zeigt, daf unter allen ganzen transzendenten Funktionen, 
die für sämtliche ganzzahlige Werte der Variablen ganzzahlige 
Werte annehmen, die Funktionen 

1H VB MS = NE) 
AL = 
se | ne 
das langsamste Anwachsen aufweisen, wo R(+) ein Polynom be- 
deutet. 


Sonnentätigkeit, Strahlung und Erdmagnetismus 
im Verlauf der Sonnenrotation. 


Vorläufige Mitteilung. 
Von 
G. Angenheister. 
Vorgelegt von ©. Runge in der Sitzung vom 16. Jan. 1920. 


Es wurde untersucht der EinfluB der Sonnenrotation auf 
1) die Häufigkeit der Flecken und Fackeln, 

2) die Sonnenstrahlung, 

8) die Lufttemperatur, 

4) den Erdmagnetismus. 

Es wurde dazu benutzt 1909/15: 

1) Die Wolfer’schen Relativzahlen, die Flecken- und Floculi-Areale 
nach den spektroheliographischen Aufnahmen von del Ebro 
und Mt. Wilson. 

2) Die Solarkonstantenbeobachtungen nach Abbot von Mt. Wilson. 

8) Die Maximumtemperaturen von amerikanischen und afrikani- 
schen Berg- und Wüstenstationen. 

4) Die erdmagnetischen Charakterzahlen und die Tagesmittel der 
Horizontal-Intensität in-mittleren und niederen (Samoa) Breiten. 

Es ergaben sich wohl ausgesprochene Beziehungen, jedoch zur 
Zeit hoher Sonnentätigkeit 1915 andere, als zur Zeit geringer 
Tätigkeit 1911/12. 

Wäbhrend einer Sonnenrotation läfit sich eine an Flecken und 
Fackeln ärmere und eine reichere Sonnenhälfte unterscheiden. 1911 
betrug der Unterschied in den Relativzahlen beider Hälften 10; 
1915 dagegen 50. Es galt dann: 
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a 


Flecken und Solar- tägliches Max. d. 
Fackeln konstante JLufttemperatur 


Sonnentätigkeit Erdmagnetismus 


1915 
nahe Maximum | Flecken- Hoch ? ruhig 
ärmere Seite 
1911/12 
nahe Minimum . Hoch ? Hoch gestürt 


Für 1915 fehlte mir für Max. Temperaturen das geeignete 
Beobachtungsmaterial. Für 1911 zeigen die Messungen der Solar- 
konstante eine nur wenig ausgesprochene Beziehung zur Rotation 
der Sonne, für 1912 hält Abbot wegen des Katmai-Ausbruches die 
Solarkonstantenmessungen durch Staubgehalt der Luft beeinfluft. 

Die beobachtete Ânderung im Verlauf der Sonnenrotation 
betrug für die erdmagnetische Charakterzahl etwa 1.0; für die 
Horizontal-Intensität etwa 10—20; die beobachtete Zunahme der 
Strahlung der fleckenärmeren Sonnenhälfte gegenüber der flecken- 
reicheren beträgt etwa 2—3 °/ und die korrespondierende Zunahme 
der Lufttemperatur 1—2° C. Nach dem Stefan-Bolzmannschen 
Strahlungsgesetz würde einer Zunahme der Sonnenstrahlung von 
2%/o eine Zunahme der effektieven Lufttemperatur der Erde von 
1° C entsprechen. 

Die fleckenärmere Hälfte der Sonne ist danach die wärmere 
und war uns 1915 zur Zeit der grôBeren erdmagnetischen Ruhe zu- 
gekehrt, 1911 dagegen zur Zeit der grôBeren erdmagnetischen 
Grestôrtheit. Wir kônnen danach in den Flecken jedenfalls nicht 
immer die direkte Ursache der erdmagnetischen Stôrungen sehen. 

Eine eingehendere Untersuchung der Wiederholung erdmag- 
netischer Stôrungen infolge der Sonnenrotation ergab, daB grobe 
Stôrungen sich nach längeren Zeiträumen wiederholen, die sehr 
nahe ganze Vielfache von 30 Tagen sind; kleinere Stôrungen da- 
gegen wiederholen sich mehrmals hintereinander nach im Mittel je 
27 Tagen. Die grofien Stôrungen scheinen danach einem tieferen 
Sonnenniveau zu entstammen, als die kleinen. 1913 wiederholten 
sich Stôrungen von mittlerer Stärke nach 27 Tagen, zu einer Zeit 
als wochenlang vorher und nachher die Sonne frei von Flecken 
und Floculi war. 


Über Dirichlets Teilerproblem. 


Von 
Edmund Landau. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 16. Januar 1920. 


Einleitung. 


Es bezeichne T(n) die Anzahl der Teiler der positiven ganzen 
Zahl n, t(x) die summatorische Funktion 


A A 12 
Ro 2 > Wie 
C die Eulersche Konstante, R(x) die Funktion 
R(x) = T(x)—xlogx—-(20—-1)x (x = 0). 
Über Dirichlets Ergebnis 


() R(x) — O(Vx) 
war erst Voronoï!) 1903 hinausgekommen, indem er 
(2) R(x) = O(Ÿx log x) 


bewies; schärfer kann man auch heute nicht |R(x)] nach oben ab- 

1) Sur un problème du calcul des fonctions asymptotiques [Journal für die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. CXXVI, S.241—282]. Falsch war ein 
vermeintlicher, 17 Jahre älterer Beweis von Pfeiffer für R(x) — O(x$ +) 
(bei jedem s 0) in der Arbeit: Über die Periodicität in der Teilbarkeit der 
Zahlen und über die Verteilung der Klassen positiver quadratischer Formen auf 
ihre Determinanten [Jahresbericht der Pfeiffer’schen Lebr- und Erziehungs-Anstalt 
zu Jena über das Schuljahr von Ostern 1885 bis Ostern 1886, S. 1—21]. In 
meiner Arbeit Die Bedeutung der Pfeiffer’schen Methode für die analytische Zahlen- 
theorie [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, 
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXXI (1912), Abt. ITa, S. 2195— 
2332] bin ich allerdings durch Verbesserung der Pfeifferschen Methode sogar 
zu (2) gelangt. 
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schätzen. Voronoïs Beweis ist auBerordentlich lang und kom- 
pliziert (durch die darin auftretenden Integralabschätzungen), und 
alle späteren Beweise sind sehr transzendent, sofern sie einiger- 
maBen kurz sind?) 

Andererseits besitze ich seit über 18 Jahren zwei an mich 
gerichtete Briefe von Herrn Dr. Adolf Piltz, damals in Jena, 
jetzt in Bad Sulza, die ich bisher nie verstehen konnte, und die 
ich erst jetzt für die Wissenschaft nutzbar machen kann. Herr 
Piltz bemühte sich in diesen Briefen, einen Teil seiner An- 
kündigung in der Fufnote auf S. 19 der (unter seiner Anleitung 
entstandenen) P feifferschen Abhandlung zu erfüllen: ,Herr Piltz 
hat mir nämlich mitgeteilt, daf es ihm gelungen sei, die Fehler- 
grenze*) noch weiter einzuschränken, und zwar mit Hilfe einer 
Methode, die er noch nicht verôffentlicht habe“. Wie mir Herr 
Piltz 1901 schrieb, glaubte er — und zwar seit 1881, dem Jahre 
seiner bekannten Berliner Doktordissertation‘) über das Teiler- 
problem — im Besitze eines Beweises von (2) zu sein, mit Hilfe 
einer Methode, die zum Nachweise von 


(3) R() = O(& T°) 


(bei jedem &—0) verfeinert werden kônne. Er bemühte sich 
freundlichst in jenen Briefen vom 10. 5. 1901 und 22. 5. 1901, 
mir jene Methode, allerdings nur mit dem Endziel (2) (nicht (3)), 
auseinanderzusetzen. Einen Beweis von (2)°) vermag ich auch 
heute nicht in jenen Briefen anzuerkennen; aber es gelang mir 
kürzlich, durch eine kleine Abänderung des Piltzschen Ansatzes 
elementar und zwar sehr rasch fast (2), nämlich 


(4) Re) = O(ÿx log" x) 


zu erreichen. Dies werde ich in $ 1 auseinandersetzen und in 


2) Die Voronoïsche und die Pfeiffersche Methode wurden zwar von 
Herrn van der Corput 1919 sehr vereinfacht (und auf allgemeinere Kurven 
als bisher ausgedehnt), in seiner Leidener Doktordissertation: Over roosterpunkten 
in het plaite vlak (De beteekenis van de methoden van Voronoï en Pfeiffer) 
(128 S.). Aber die betreffenden beiden neuen Beweisanordnungen von (2) sind 
weder von Integralabschätzungen frei, noch so kurz wie der elementare Beweis, 
den ich heute mitteile. 


8) O(xë T6). 

4) Ueber das Gesetz, nach welchem die mattlere Darstellbarkeit der natür- 
lichen Zahlen als Produkte einer gegebenen Anzahl Fakioren mit der Grôsse dieser 
Zahlen wächst (31 S.). 

5) Oder auch nur von der nachher mit (4) bezeichneten Abschätzung. 
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Fufnoten deutlich angeben, was davon Herrn Piltz zu verdanken 
ist. Er ist so freundlich, mir die Benutzung seiner alten Briefe 
jetzt zu gestatten, nachdem er seine damalige Absicht einer bal- 
digen eigenen Publikation seiner Methode bisher nicht ausgeführt hat. 
Nachdem ich den Inhalt dieses $ 1 Herrn van der Corput 
mitgeteilt hatte und noch mit dem Aufsuchen einer elementaren 
Beweisführung von (2) mit der , Piltzschen Methode“ beschäftigt 
war, erkannte Herr van der Corput alsbald, daB diese Methode 
unter Hinzufügung weiterer Integralhilfssätze auch zu (2) führt. 
Als ich diese schriftliche Mitteilung Herrn van der Corputs‘ 
gelesen hatte, konnte ich auch ganz elementar meinen Weg des 
$ 1 zum Ziele (2) umarbeiten; was in $ 2 ausgeführt werden soll. 
Wird zur Abkürzung 


0 = #-[0—4 
gesetzt, so ist stets 
—i=v() <$ 
Bekanntlich läft sich leicht 
® HORS v(5)+ 00 


feststellen (was Dirichlets Abschätzung (1) in Evidenz setzt), 
nämlich folgendermafen. 
Es besteht die (mit elementarsten Mitteln beweisbare) Relation 


CE 1 1 
te log {+ C+ +0( =) 


für ganzzahlig wachsendes #; also ist für stetig wachsendes # 
il 


n =t n 


LoglA+ C++ 0() 
1 


log (5 (0) + C+ 2 (— +0) 
= 10e 140 + of} ao 7)+0() 


= logi+C— . +0(%); 


hieraus ergibt sich 


6) Er wird seine Untersuchungen bald verôffentlichen, gleich für allgemeinere 
Kurven (im Sinne seiner Dissertation) statt der gleichseitigen Hyperbel des Teiler- 
problems. 


16 Edmund Landau, 


MNT aie ]-IveT 
SE En fe #(Va)-5) 
ER 2, y(£ }- [Vz]- COTE -) 


| 
D 


n 


n < Vx n 
ter (5 vg2+0- FO me 


— Vx+0()-x+(2v(Vx) +1) Vx+0() 
— xlgr+(20-1)x-2 © »(#)+00 
Vx n 


n = Vx 


R(&) = r()—(xlogx+(20—1)a) = —2 _. (e }+ 0) 


Wegen (5) und 
1 1 ry— 4— 
>, v(F)< 3,5 = 1071-00 
R <= Va É n = Ÿx 
werden also die beiden Behauptungen (2) bezw. (4) bewiesen sein, 
wenn 


(6) 2} 4() — O(Vx log x) 


bezw. 
@) 3 _w(#) = 0(fzloga) 

Van <= Vx É 
festgestellt sein wird. $ 1 wird nun den ersten elementaren Be- 
weis von (7), $ 2 den ersten elementaren Beweis von (6) er- 
bringen. 

An beiden Beweisen hat, wie nochmals deutlich hervorgehoben 
sei, Herr Piltz den überwiegenden Anteil, wenn er auch in seinen 
bisherigen Briefen nicht zum Ziele kam. Seine geniale Methode 
wird von nun an gewiB in der analytischen Zahlentheorie eine 
groBe Rolle spielen. In dieser ersten Puablikation will ich mich 
durchaus auf Dirichlets Kklassisches Teilerproblem — dem die 
Piltzschen Briefe auch allein gewidmet waren — beschränken. 

Zum Schluf dieser Eïinleitung seien einige bekannte Eigen- 
schaften der sog. ,Fareyreihen“ reproduziert, die in der Folge 
gebraucht werden”). 


7) Auch Herr Piltz benutzt die Fareyreihen, aber ohne daf die Eigen- 
schaften des Textes zur Anwendung kommen. 
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Definition: N>0 sei ganz. Unter der zu N gehôrigen Farey- 
reihe versieht man die wachsend geordneten reduzierten*) Brüche 


À mit 0 £a LE N. (Es D che de =, Fe die 


reduzierten Brüche mit Nenner <= N, und +) 


Beispiel: Für N — 7 sind es die Brüche 


DR M Te Il 2 MO SERA Sd 2: De 0.224 
PRO AT RESTES DM ED 58 0 7 2 4 460 
Ga 
CEE 1 
Hilfssatz 1: Für zwei Nachbarbrüche Let der zu N ge- 


hürigen F'areyreihe ist b+Vb' => N. 


ab , 4 a+a 
Beweis : Die »Mediante rer 


_ und Tr. Wäre b+0' Æ N, so wäre in gehobener Form 
a+ a À 
b+b  B 
mit 1=A4A=<=B<b+V=N, und _ + wären nicht Nachbar- 


brüche der gegebenen Fare yreihe. 
Hilfssatz 2: Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 ist 


ba'— ab" = +1. 
Beweis: Für N — 1 ist dies klar (1.1—0.1 — 1). Es sei 
bei N bewiesen und für N+1 zu beweisen. Es seien & und 
A 


D -£ zwei Nachbarbrüche der zu N gehôrigen Fareyreihe, 


also 
(8) BAIATES L 
(9) B+B = N+1. 


: 2 À ARTE a ee A' 

1) Liegt zwischen R und 1 kein Fri sind B und Tr 

Nachbarbrüche der zu N+1 gehôrigen Fareyreihe; also ist 
wegen (8) für dies Paar nichts nu. zu beweisen. 


2) Es liege zwischen A und É mindestens ein 


Pro 
Do] N+1° 


8) D. h. a und b sind teilerfremd; hierbei heifit O0 zu 1 teilerfremd, aber zu 
keiner anderen ganzen Zahl = 0. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1920. Heft 1. 2 
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Wenn die beiden wegen 
1 DER 
POELE: 
positiven ganzen Zahlen 
Ba—A(N+1) = D, (N+1)4'-aB' = D 
gesetzt werden, so folgt nach (8) 


(10) N+1i—D'B+DP'; 
wegen (9) und (10) ist also 
(11) PARESR POS EM À 


Jede der beiden Gleichungen (11) zeigt, da er eindeutig 
durch _. und : bestimmt ist. Für diesen einzigen zwischen 


! 


= und e gelegenen Bruch der zu N+1 gehôrigen Fareyreihe 
in Verbindung mit jedem seiner beiden Nachbarn ist aber durch 


(11) die Behauptung bewiesen. 


$ 1. 
Es sei dauernd + > 1. + 
Für jedes ganze positive c < Ÿx markiere ich auf der Strecke 
ps 


Vz 


c=v=c+1 alle Zahlen +, wo _ die zu N — |-—— | ge- 
c 


hôrige Fareyreihe ist. (N ist = 1 wegen c < Væ). Zwischen 
zwei dieser auf CÆv=c+1l gelegenen benachbarten ,Farey- 
punkte“ c + _ C + Fr lege ich jedesmal die Mediante c + em ge 
Hierdurch ist die Strecke 


(12) 1<0<[Vx]+1 
ne D p(b) Intervalle eingeteilt (wo p(b) die Euler- 


sche Funktion ist). Den Punkt, in dem zwei Intervalle anein- 
ander grenzen, zähle ich stets zum linken. Jedes v der Strecke 


(12) gehôrt so einem bestimmten Intervall c + _ (inkl. oder exkl.) 


9) Die Einführung der ce ++ ist von Herrn Piltz; statt meines c + = " 


hat er aber eine kompliziertere Abgrenzung der Intervalle. 
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bis e+ LT PE — NL oder inkl.)!°) an; jedem v der Strecke (12) 
Te also ein bestimmtes Wertsystem c, b, a, b', a', insbesondere 
ein bestimmtes bd (der Nenner des — nicht Fe zum Intervall 
gehôrigen — Fare y punktes, an den das Intervall grenzt). 
Jedem + der Strecke Vx < += Vx entsprechen also wegen 
_— 


= HSE Ty = Vz <[Ÿr]+1, 


wenn das zu v — _ nach dem obigen gehôrige Intervall aufge- 


sucht wird ((12) ist eben erfüllt), bestimmte c = c(+), b = b(+), 
a = a(z), b — b'(2), a = a’(2); hierbei ist a fortiori !!) 


(13) +R EE <e+ ir bezw. a ae ET ab 


Werden die Zahlen y und y, durch 
(14) = e+p a TE TRE A 


definiert (sodaB also y dem Fareypunkt, y, der Mediante ent- 
spricht), so ist nach (13) und (14) 


ne ON = + = 
RC TRE cd ty 
(15) Je TL ITA ANR RTre 
folglich 
(16) le—y|=|y, —yl. 
Nach (14), Hilfssatz 1 und 2 ist 
cv, —yl@+y) __|[æ x | _|ab+b)—b(a+a) 
y} En © | D(O+0) 
a?) nu Je _ 1 Ve 


7 GED) = 5 +D pe | 


JT x ? VE x 


da nach (14) 


ist, folgt aus (17) 


: 1 : Ë 
10) Nur beim untersten Intervall 1 + © bis 1+ TE sind beide Enden 


+ [Val 


nach der obigen Festsetzung eingeschlossen. 
11) Alle Gleichheitszeichen eingeschlossen. 


DE 
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d'UNe ee 1 Ve 
RTE TETE ÉPRSEENT 
f "77m 
(18) Se Ve_ Ve 


(16) und (18) ergeben 
(19) le y < À. 


Hilfssatz 3°): Es seien y und y, durch (14) definiert, und ein 
ganzes 2 gehôre der Strecke (15) an, so daff (16) und (19) gelten. 


(Dies ist nach dem obigen insbesondere der Fall, wenn _ dem 


,Intervall“ angehôrt, das von + und c+ sie y begrenzt ist.) 
Es sei ë—b+1=0. Dann ist 


Beweis: 1) Es sei b<54. Dann ist 


b—1 b—1 1 b 
Riel = 2,2 D 2 

2) Es sei bZ54 Wird 

2—y —= 0, 8—-v—-y —=e(—s) (0<v<b—1i) 

gesetzt, so ist nach (19) 


(20) DRE 


also (wregen HS “E 


pre Vas, Vase cie 
(21) le] ={2-v-yl=lél+v<l+t< te = se 
Wegen b = 54 und (14) ist 


TE | 
12) Der wesentliche Inhalt des Hilfssatzes 3, da Ÿ v( +) gleich- 
v—=0 
mäBig beschränkt ist (auf den Wert der absoluten Konstanten, oben 27, kommt es | 
übrigens gar nicht an), ist nebst Beweisskizze von Herrn Piltz. Die obige || 
scharfe Formulierung nebst Beweis gelang mir allerdings erst durch Abgrenzung. | 
der Intervalle mittelst der Medianten. 
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_ a 3— 3— EE 
= DS NN" E Vz 54 _ 36Vx 
"EVE 26 7 Vae — Vae d — dc 

also nach (20) und (21) 


{ 


IV 


(22) be, ll< 
folglich j : 
) 71 230 
(23) y+d-Sy +175. 
Aus 
2,2 EL LR RE RS PL 
res - y CRIE G+ô)(y+e) Ÿ 
D eV OW Te) AR 0YreJ Poe 
(y + d) (y + €) y° y+d)(y +) 


folgt wegen (20), (21), (22) und (23) 


Va PoNS NE y 


| æ æ vx 26e 95e ŸT 9pe 24 
LÉ RSR AE ï 
lez» Z y | 11Re25 2 
RO TRANS 
NOR EE 7: 
= halte A TE) 
C — 
(V2) 
Ro NE Ness 
Ve "Ve 6 
Wegen 
CLS 
F7 = v(e+ +) 
ist daher 
% & a 8 
(24) = L+rf+r)+0 
wo |9,| (desgl. [®,|, [#,[, [#,| nachher) < 1 ist. 
Nun ist 
bx bx ba bx 
Lire 
der 0 2 
also nach (24) 
| FE] +va 
& z 9 
== rl a b +80); 


21 
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UV 


(25) 


(l 


ne — (mod. 1). 
Es werde gq, durch 
(26) FE] +va =, (mod.b, 0<q<b—1, 


bestimmt. Weil a zu b teilerfremd ist, durchläuft g, mit » die 
Zahlen 0, 1,...,b—1 in einer gewissen Reihenfolge, so daf 


bi | * 
7) Da= >= (05 
y —=0 v — 
ist. Aus (25) und (26) folgt 
x x = Re md 
ee Le 2% G)Ÿ (mod. 1). 


Für 9=9,<b—9, d.h. für alle » bis auf 17 Ausnahmen, 
liegt sicher + 8,0) : zwischen 0 (exkl.) und 1 (exkl.), so da 
nach (28) 


œ Comet & | 4, 9 
Gi) ls ne  . FE 5 PP 
ist. Für die 17 Ausnahmewerte von » ist jedenfalls 

1 
(80) (+3 = +80) 
da 
le—v |z—» b | 

ist. 


Aus (29) und (30) folgt durch Summation über » 


pe Hal ee x Le 
er < CO 
She CEE +) =, 2,|Ÿ v(T)+s b | 
(31) <G-19 5 +17.1<0.2 +17 = 26; 
wegen (27) ist 
DEL AENE RS Re bb 1 
DA me le cr à BU SANTO 
(31) ergibt also 
b—1 1 
RAS) +3[<ss 
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nr Le 
PRIE 
q. e. d. 


Elementarer Beweis von (7) ): Es sei [Vx]=Vx, da sonst 
die Summatidnsstrecke 
(82) Va =n=Vx 
keine ganze Zahl enthält. Dem grôfiten » — [Vx] — +, ent- 


spreche db — b(2,) — b, (nach der Festsetzung zu Beginn des $ 1). 
Ich fasse von oben an in 


A1; 


(83) 20e 
die b, letzten Glieder (also dote mitn —= 2,2, —1,...,2,—b,+1) 
zusammen; dann, wenn der Zahl 2, — 2, —b, fce DE (2) 0; 


entspricht die nächsten b, Cle re 5 mit n = £#,, Z— 1, 
—b,+1)u.s.f, bis be Eros (83), d. h. alle » von 
(82), Pons sind. Das letzte Mal (dies kann auch schon beim 
ersten Schritt eintreten) reicht die Serie von b Gliedern vielleicht 
über die Strecke (32) links hinaus (d.h :—b+1 wäre <VŸx); 
dann ist der Beitrag der zu (32) Des Glieder dieser Serie 
absolut genommen jedenfalls = —- 5 ns — 1) < ee b= —— na < Vx. 
Jedenfalls ist, wenn bei diesem eindeutigen re einem der 
2p(b)(=2b) auf der Strecke c =v=<c+1 gelegenen und an ein 


+ (bei den verschiedenen a) angrenzenden Intervalle im Maxi- 


mum ® — (cb) Serien von bd Gliedern der Summe (33) ent- 
stammen (® 0), weil für das grôfite n — z jeder dieser Serien 


_ dem Intervall angehôrt, nach Hilfssatz 3 


(84) 


Z 2b@(c,6).27. 
Pr 


ne) Vz (re ) 


Da nun im Falle &=—0 die ® Serien Db konsekutive ganze 
Zahlen ausmachen, die sich He pus auf einer Strecke der Länge 


ne = 5e M: 


13) Derselbe fand sich in Herrn Piltz’ Mitteilungen nicht, der hier nur 
heuristische Andeutungen machte. Aber die entscheidende Idee, sukzessive je d 
Glieder zusammenzufassen, ist von ihm. 
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befinden, ist 


(35) ou 3e 


2bc 


Ans (84) und (35) folgt (wegen S. L£it+logn 


k>0) 


< Va +81 Vx 
(4 


Væ E Væ À Fe) 


<Vs+8ÿs D 2 3 À <ÿr+ 817 (+ 108 2)(1+ log 2) 
a re Ca 


q. e. d. 
& 2. 

Hilfssatz 4: Es sei w eine positive ganze Zahl; a,,...,a,, 
Eye En reel, 8, = 0 (1<=n <w) und &, (im Falle w > 1) mit ace 
sendem n beständig abnehmend. Es werde für 1=q2=% 

q 
2 
n—=\1 


gesetzt, und es sei À die grôlite der Zahlen |4,| (1 = q = w). 
Dann ist 


SAS: 


Beweis (wohlbekannt): Bedeutet D Null, so ist 


n —= 


D Un En —= =: (4, dr, = + À, (Es Een) + Ale 8e) 
= 


TN 
w A 4w—1 
DA En = Eh PR CPR ES PR CT 21, (En Eu) + 48 
n —= n —= 
mrAé. 
Hilfssatz 5: Für m< M, [m] = [M] ist 
1) Y(M)— pm) = M—-m, 
; DM)  V(M)+60m) 


2(M—m) 2 
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Beweis: 1) #(M)—#(n) = (M—[M]—4)—(m—[m]—4) 
= M—-[M]-m+[m] = M-m. 
9) #OH)=V mn) __ GM)+v()((M)—v (0) _ 4(M)+y(n) 
2(M—m) 2(M—m) HAS TT 
Hilfssatz 6: Für [m] <[M] ist 
| DC) — v'(n) | 
2(M—m) | 
Beweis: [M]Z= [m]+1, 

CM) —v'(n)l = 8H) + v(n) Ir) — p(n)| y (H)+ v(m)l 
= |M-[M]-$+m—{n]-3] = 1H [MD -(m]+1-")| 
= IM-[M]+lfel+1-n] = (M—[M) + (ne +1—m) 

— M-m—-([M]-[m-1) £ZM— 

Hilfssatz 7: Es sei w eine UT ganze Zahl; k,, ..., k,., reell, 
die Differenzen k,,,—k, (A Z=n=w) positiv und 4 Falle w — 1) 
beständig wachsend. Dann ist 


. 


se 


DROITE re 
Beweis: F ee je n _. (k,] = [k,,,] ist nach Hilfssatz 5 
pH = frs) 
(86)  — | #0) Cu) | L sas bo, 


Für jedes » mit [k4,] <{k,,,] ist nach as 6 
7) 160) Pull Les = 1 

Nun ist [k£,] <[k,,,] hôchstens so oft, als es ganze Zahlen auf 
der Strecke k, <v=k,.,, gibt (da ja die Strecke k, <v = k4,,, für 
jedes jener » mindestens eine ganze Zahl enthält), also weniger 
als 1+%,,,—%, Male. Aus (36) und (37) folgt daher 


Le Ÿ (2) = Ÿ° (k,) 
2,4) >, 2 (nu — ln) 


re D (au) — W°(E) 
=| 2 (6@)- D (En — À) ) 


10 Y° (Æu) FE: Ÿ° (k,) | 
= 2e |#() — CE et 


— À 
+14, —k4, EE - k,). 


(88) _ D: ee 


26 . Edmund Landau, 


Andererseits ist, 


AL A ut Eugene 
il 2 è PET Boys — Ka 
gesetzt, wegen 
1 q 2 2 
[A4,) = ne D LUE 
n = 1 Ne 


D VED)-EDES (SIL w) 


und der über die k,,, —k, gemachten Voraussetzung nach Hilfs- 
satz 4 


So Vus) — - 1 
Ge = Re — 1,2, = A8 = 8(k,— k,) 
Aus (38) und (39) folgt 
vw 
| à vG) 
ri 
Ç o Du) — En on LES D’ (Eux) — Ÿ° (En) 
== k, ne n+ ñ n+1 n 
(Eve En) EP | 
- ou vu) v() A D'(Euus) — Ÿ° (En) 
k LS n +1 n 
* ou . 2 2(k, F5 EE n) s n21 2 (ui — k) 
à 
ne 2 + ut EN: T7 En 
Hilfssatz 8: Es seien a und b ganz und teilerfremd, b > 0, 
BA] = = = En , 
Dann ist 
b— 1 b—1 
(40) E (ET) = 447 er) 
v —=10 
und 
b—1  — 1 —1 
2 p(2 ; =) = PO)+ 2 (mn). 
v= 0 v —0 


Beweis: Da —a auch zu d teilerfremd ist, so genügt es, (40) 

zu beweisen. 
Wegen 

[rl = (7, OZ£v<b—1) | 

ist | 
(PIE Yr < [ro] + 1, 
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also. 


Esp 


folglich nach Hilfssatz 5, 1) 


(ES) = fes) nn, 


en SE v(eie) (ble), ln, pa 


Da [y,]+va mit v ein vollständiges Restsystem mod. b durch- 
läuft und w(f) die Periode 1 hat, ist 


en 


v = 0 pv = 0 


also nach (41) 


1 1 b—1 1 b— 1 
= host D Vo) = [0] = Y)+— > (7, —-n) 
2 b y —=0 b v = 0 


Hilfssatz 9: Es môgen y und y, die Bedeutung aus $ 1 haben. 
Es sei s Z 1 ganz und 
(42) yZ=t-sb<iZ=y berw. y=t<t+sb =y,. 
Ich setze für u —0 

a æ CS | 
g(u) = o(e+r just = (+) 

ferner 
. lt, = t—hb bezw. t+hb, 


PBehauptet wird viererlei: 
1) Für 0O<u, <u,=y ist 
g@) > g(u); 
für y=u, <u, ist 
JG) > g(u). 
M, wächst also mit h. 
2) Im Falle s>1 wächst M,,,—M (0Zh=s—1) mit h. 
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8) Wird 


gesetet, so ist 


Mu-MZ RE OLREs-1) 


(] 


4) Es ist 
M,,-M,<o * OZ=AZ=s—1). 


6; — 


Vorbemerkung: Es ist o = 1 wegen b = Le L= Vz =: o. 


VE EYE 


Beweis : 1) Für UuU > 0, ü, => 0 ist 
pG)—g6u) = def 


(43) — ba(u,—u;) (> — —) 


2) Nach (43) ist, wenn das obere Vorzeichen dem Falle y, < y, 
das untere dem Falle y < y, entspricht, 


Al 1 
MM = 94) 00) = FPe(r-—) 


y ll 

; L 1 | 

u Se 
| y by lys | 


was mit À wächst. 
æ œ z 
3) Es ist y = ve Y: = Ve also lys — (= ferner [y — sul 
Z{t,-t,,] = (4+1)6, also nach (44) 


ï 1 Fes (a +1)b 
Mu M=Vo ll = po ml > gg LED 
pH A=—= Le Ÿ° Yhu | < Ÿ° bis se : (V<) 
c 
3 
8 À h+1 
° 


4) Nach (44) und (17) ist 


1 1 
Mn M Sd ee) = 0 


bVx a Vz 


Hilfssatz 10: Es sei z ganz und 


Y=r—-b<zZy berw yE=z<e+b=y. 
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Ich setze, indem das obere Zeichen (hier und beim Beweiïse) dem 
Fall y, <y, das untere dem Fall y < y, entspricht, 


gG)=m gGerb) = M 
(so daf m = M nach Hilfssatz 9, 1) ist), und behaupte: 
BY 28, falls [m] < [M] ist; 
2 6(——)-vml<) 25 
#—ON\ETRY o *, falls [m] = [M] ist. 


-Beweïis: 1) Jedenfalls ist nach Hilfssatz 3, der wegen 


= 


Ye, 20 Lrle-0Ofberw, yet 0 LEy, 2—0 
b—1 

x 
SEE 


Tv 


anwendbar ist, 


< 27, 


<97+ 4 (M) £27+ + < 28. 


2) Es sei [»m] — [M]. Ich wende Hilfssatz 8 auf die Summe 


b—1 dE b 
y, tva 1 CRE a 
p> v( b } Vie 2 le )v 


an. Seine Voraussetzung [y,] — [y,] ist erfüllt; denn wegen 
[Ce +) = [g(e)] 

nebst 

(45) g@)=g(e+v) <g(e +) 


(Hilfssatz 9, 1)) ist 
Gr») = [9(e)], 


B(e+r)ers +2 = b(e+F)+02] 


also, da b ( + + z ganz ist, 


PE D) = b£] = 
Wegen 


nebst 


(46) 
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ergibt also der Hilfssatz 8 


CE v(2)-von = 5 (RE) 6) = EE Gr) 


Nun ist nach (45) und Hilfssatz 9, 4) (auf s — 1 angewandt) 
0£p,-n = 9 r)-9()<9GFD-9(e) = M-m<e À 
also nach (46) 


1 =1 . 
5,2, (7,—n)<0,” 


5) — v(m)| = 


Hilfssatz 11: Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 9 ist, 


wenn t ganz ist, 
t x t+sb—1 
+) fs) 
M ni? 2 £ 


Beweis: Es handelt sich um s Einzelsummen 


Se O£A£s-1) 


v —=0 
im Sinne des Hilfssatzes 10, mit z — /,; jedesmal ist 
UE g() Te M, M — = UIUM) SZ MW, 
Hierbei ist wegen (42) und (18) 


sb Æ|p—9| < pps 

a Eee 1 5 

nr NS — CE Re 
(47) Sr opt ET Q = 9 0; 


also nach Hilfssatz 9, 4) 


GS) MM = E (Mu-M)<se Ÿ< Le 
= 0 
Auf der Strecke M, < v = M, liegen also weniger als 1+10 
Z=$e ganze Zahlen; die Anzahl der À mit [»]<[M] ist daher 
kleiner als 0. 
1) Es sei s=Z[o]. Dann ist nach Hilfssatz 3 


s— 1 


< 3 I21< Se 27 = 275<97[o] < 270 < Do. 


8s—1 


Dore 
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2) Es sei s—[o]. Nach Hilfssatz 3 ist 


Le] — 1 Les 
w [5 m|< 5 IDi< S 27 — 97e] < 97e 


Für [eo] =h=s—1 verwende ich bei 5, den Hilfssatz 10, 
wobei die 28 rechts weniger als 3omal, das © 7% rechts wegen 
(47) weniger als 10 # mal zur Anwendung rues Das gibt 


S—1 


SE d OM, 
2,2 ZE * ) 


Æ Si 12 — v(,)] 
k=—T{e] 


2 


3 1 hu RER 
(50) <Ze-.28+5 0.0 = #20+50<430. 


Nach Hilfssatz 7, dessen Voraussetzungen wegen Hilfssatz 9, 
1) und 2) erfüllt sind, ist 


sS—1 


2,70 ! 


1 
Mi, a — 
+8 Mit — My 


; 1 
er 
+ 8 Mis — My” 


also nach (48) und Hilfssatz 9, 3) 


DR qe LT dk 


< 1+ os 


< 1+5 (4, 


. (1) 


es (50) und (51) La 


(b2) e Dr <430+20 — 450, 
= [e] 
aus (49) und (52) schliefilich 
s—1 
Z 2r|<27o9 +450 — 720. 
h==0 


Hilfssatz 12 *): Bei dem Verfahren am Schluff des $ 1 mügen 
einem zu c, b, a gehôrigen Intervall & Z 1 Serien von je b Gliedern 
entstammen. Dann gilt für die über die zugehôrigen &b Zahlen er- 
streckte Summe 


DUÉ r)| <1%e. 


14) Die Behauptung des Hilfssatzes 12 (abgesehen von dem gleichgiltigen 
Werte der absoluten Konstanten rechts und meiner Intervallabgrenzung) kommt 
in Herrn Piltz’ Briefen vor; seine Begründung war nicht stichhaltig. 
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Beweis: Für die unterste und oberste Serie (die auch zu- 
sammenfallen kônnen) benutze ich je 


Ga. | zv(£) 


aus Hilfssatz 3. Sind noch weitere s Z 1 Serien vorhanden (s ist 
dann & —2), so gehôren sie der Strecke y, +1 <v<y—1 bezw. 
y+1Zv=y,—-1 an, sind also insgesamt von der im Hilfs- 
satz 11 vorkommenden Gestalt; (42) ist ja erfüllt, wenn # die zu- 
nächst an y gelegene Zahl aus den s Serien bezeichnet. Hilfs- 
satz 11 ergibt also für diese s Serien 


(54) I2v(£) 27e. 


Aus (53) und (54) ergibt sich für die Gesamtsumme der @b 
Glieder 


<27=279 


Du(F) <270+270+ 72 = 1%0. 


Elementarer Beweis von (6): Bekanntlich ist für ganzes 4 0 
k 1 7 
D  —<2V#, 
n—= 1 Vn 


Nach der Beweisanordnung am Schluf des $ 1 und Hilfssatz 12 
ergibt sich daher 


<ÿŸr+ ZX. ZX 2.1%6 
ER 


Va 1 KG” () 


= ÿr+2%ÿx ES = x 
Vs à 


< Ÿx +252 Vx a, Va. 
ci 


D < 
ce = Va c* Ve 
— Yr+604at ti < Ÿz + 8047! fi + Lie :) 


2% 5 


— O(Vx log x). 


Some problems of ‘Partitio Numerorum’: 
I: À new solution of Waring’s Problem. 


Von 
G. H. Hardy in Oxford und J. E. Littlewood in Cambridge. 


Vorgelegt von E. Landau in der Sitzung vom 30. Januar 1920. 


Introduction. 


1. The present memoir is the first of a series, in which we 
propose to develop in detail the new analytic method which we 
have found for the discussion of Waring’s Problem and a number 
of allied problems in ‘additiver Zahlentheorie’. The general lines 
of our method, in so far as it concerns Waring’s Problem in parti- 
cular, were explained in a recent paper!) in the Quarterly Journal 
of Mathematics. This paper contains also full references to the 
literature connected with the problem. Our object here is to give 
full details of the proofs, up to the point at which Hilbert’s famous 
theorem, first proved in this journal?) in 1909, emerges as a corol- 
lary from our analysis. 


Notation and terminology. 


2. 1. The following notation will be adhered to throughout 
the memoir: — | 

k, 5, n, p, 4, and m are positive integers or zero, k=—2, s— 0, 
0<p<g (9 =1r-0ifq>l; | 


1) G. H. Hardy and J. E. Littlewood, À new solution of Waring's 
Problem, Quarterly Journal, Vol. 48 (1919), pp. 272—298. 

2) D. Hilbert, Beweis für die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen durch 
eine feste Anzahl ner Potenzen (Waringsches Problem), Gôttinger Nachrichten, 
1909, pp. 17—36. 

Kgl. Ges, d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Klasse. 1920. Heft 1. 3 
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À il 1 
—— DE — a = —-, =—— 
K= 2% ax = 1] KR: « T' b 1 
_ @TA+a), 
T'(s a) 


= LE e,(&) = e(), 


qg—1 a—1 2mhx 
= 2) e, (Xp), Don = > Ni) cos ’ 
h—0 h = q 


SE + e (lp) sin 2 es 


f(x) = 1+232' HD (XI =), 
OO 
PF) = 20e 0 
y =] 
We denote by r,,(2) the coefficient of x" in (f(x)), so that 
9 yiË ok s Le n 
(+2 +2a +...) = 1+ RACE 
NWN=—= 
It is evident that r,,(n) Zr, s(n) if ss". If k is even, r,,(n) is 
the number of representations of » in the form 
n = nÉ+nËt+.. Hé, 


where n, is an integer, positive, negative, or zero, and represen- 
tations which differ in the sign or order of the numbers », 
are reckoned as distinct. If % is odd, the arithmetical inter- 
pretation of r,,(n) is not quite so simple. We have in fact, if 
n > 0, 


(0) — È () AO) 


where 7,,(%) is the number of representations of n by exactly w 
positive k-th powers. 


8. 2. It is plain that, if n — 1, 
(2.21) PRES 


V%, s (n) = Ori T 5 a"Fi 


? 


the contour of integration being the circle I' whose centre is the 
1 
origin and whose radius is R — Fa 


We divide l' into arcs £,,, nu we call Farey arcs, as fol- 
lows. We form the Farey’s series of order N — [n'“], the first 


Some problems of ‘Partitio Numerorum’. 3) 


and last terms being . and F We suppose that 5 where 
g> 1, is a term of the series, and and }- the adjacent terms 


on the right and left; and we denote by j,, the interval 
gd ct MB dm 
0 (q Et (069) 
: 1 
The en h,1 and 7,, are defined to be (, y) and 
G-r 1) respectively. The intervals ?,, just fill up the 
interval (0, 1), and the length of each of the parts into which 
3,4 18 divided by 7 is not less than 


1 3 
SN and less than IN } 


If now the intervals ÿ,, are considered as intervals of variation 


0 - 
of 97? where 6 — argx, and the two extreme intervals amal- 
gamated into one, we obtain the required dissection of I' into 
arcs Ë, 

We call £,, à major arc if q Zn”, à minor arc if n° <q =n". 


The arc of 1° complementary to £,, we denote by m,... 
In considering any particular Farey arc £,,, we shall write 


2p Ti 
ZT Xr,, = Xe T — Xe(») 


so that X is positive when x lies on the radius vector to the point 
4x, And on ë,, we have 


P:4 
x= xl = (1-7) 


n 
where 

2x 

[9] < en 
We shall in general use & to denote a fixed, but arbitrary, posi- 
tive number, and À to denote a positive number depending upon 
only. Different & s or 4’s will, when necessary, but not always, 
be distinguished by suffixes. The symbols O and o will be used 
in the manner which is now classical. It is always to be under- 
stood, however, that the inequalities or asymptotic relations implied 


3) For formal proofs of these well known propositions see G. H. Hardy 
and S.Ramanujan, Asymptotic formulae in combinatory analysis, Proc. London 
Math. Soc., ser. 2, vol. 17 (1918), pp. 75—115 ($$ 4. 21—4. 22). 

3* 
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in the use of these symbols are, unless the contrary is stated ex- 
plicitly, satisfied uniformly in all parameters other than % and 
(when it occurs) &. Thus, if 4 is defined for n — 2, 8, 4, 


ne O(n®*+ ‘ 
means that to every positive & corresponds an À — H(k,e) such 
that [vu] < Hn* TE for n — 2, 8,4, 


Statement of the main theorem. 


3. Hilbert’s theorem may be stated as follows. 

Theorem A. To every k corresponds a g — g(k) such that 
16%) > 0 for sZg and nzZl. 

We shall prove 

Theorem B. To every k corresponds a G&, = G,(k) such that‘) 


s 


ra (ni) On” 2 (nu) 4 n?) 


P,4 
for sZ G.. , 
It will be shown that this series is absolutely convergent for 
SZ2S, = s,(k), and that its sum — which is real, since the terms 


(p, g) and (q—p, q) are conjugate — is positive. 

From this theorem we shall deduce, first 

Theorem C. 70 every k corresponds a G —= G(k) and an 
n, = 1,(&) such that r,,(n)=0 for s=26G, nZEn;; 

and then Hilbert’s theorem. 

We shall use 4, G,, G to denote the least numbers for which 
these assertions are true. 


The singular series. 
4, We call the series 
S = z(2) e,(— np) 
p,q\ 4 


the singular series. The use of this series, which is the dominating 
idea of our work, is suggested by the following considerations. 
If we write « — Xx,,, we have 


JA OO 
fa=-1+2 D Xe (tp) = 142 9 (ip) D KIT 
\ v —=0 h=—=0 im À 


4) f(n) r g(n) means that 1 1 when n — co. 
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If now X—1 by positive values, so that x tends to x,, along 
a radius, then 


OO 9 pe 
1=0 h 0 


q 


Ua el 
— O(+ EE (log x) ; 
and 


S, ie 
f@) RTL + 0) Pr (log à 
it being understood that, when S,, — 0, this formula means 


RENE o(Log +) é 
We have also 


F,(X) = T(6) (lg +) + F(X), 


where F(X) is regular for X = 1°). Thus 


Ce) Cf) 7, = Fo 


say. 

Our fundamental idea is that of approximating to the coeffi- 

cients of f° by a sum formed from those of the various approxi- 

mating functions F,, We therefore replace X by xe,(—p), 

F,(X) by its expansion as a power series in X, pick out the 
k 


5) This well known proposition may be proved as follows. The function 


OO 
S 1 1 
ro = f Frs )é O<s<n 


is regular for y — 0 (the integral being uniformly convergent in the neighbour- 
hood of y — 0). And if y —0 we have 


t° dt = ee CO 
JFE rer >» cv f ete dt = T(1— 06) > NII 6 ny, 
0 € DE n = 1 0 Fac 


OO 
+9 dt re 
J Er = T'(1— 6) (6) y©. 


These equations establish the truth of the proposition for 0-61. It is 
trivial for 6 — 1; and it may at once be extended to other values of 60 by 
differentiation. Incidentally we see (from the integral expression of Sn°-te-"y 
— Fj(e")) that Fi (x) is regular at all points of the unit circle except æ = 1. 
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coefficient of zx", and sum with respect to p and g We thus 
obtain : 
SE ' #4 
est) = On (Pet) ann = CnŸ 8 
pq 9 
as the function by means of which we are hoping to approximate 
to r,.,(n). 


Properties of the singular series. 
5. 1. Lemma 1. Jf B,7y,... are integers then 


q—1 
T= D co + pl +yt+.) = 0(g T°) 
h=0 


In accordance with our use of the symbol O, this equation 
holds uniformly in B, y, 

Our proof of this Po ral lemma is based on certain 
transformations due in substance to Weyl‘) For the sake of 
formal simplicity we consider first the case & — 4 We have 


[LP = Es nl 


the summations with respect to L and / extending over a complete 
set of residues to modulus g. Writing k — l+h, we obtain 


FT p> e(tph P+ B,, P+ Cyl+D,) 
EYOIX | 
where B;,, Ci, ... are quadratic, cubic, ... polynomials in k,, 
with integral coefficients, whose precise form is irrelevant to the 
argument. Writing k again in place of /, we have 
IL = SUDe (tp +R, N+ 0, 


where (1) denotes a number whose modulus does not exceed unity. 
Applying the familiar inequality of Cauchy and Schwarz, 
we obtain 


(ER +B, +0, 1) 


= 42 De (tri) + BE) + Op (h— D) 


6) H. Weyl, Über die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, Mathem. 
Annalen, vol. 77 (1916), pp. 313—352. 
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Writing À = 1+%,, and repeating the argument, 
LE U 
resp 12,0 2 (12rh, hû+ Bon, 0 
where B,, ne is à polynomial in À, and k, with integral coeffi- 
cients. Applying the Cauchy-Schwarz inequality again, and 
replacing { once more by k, we have 


TE < @.0 3 
IMF£goE |Ea(Rrnih+B, j,1) 


19:02 


— dE 2 a(12rh (R—P)+ B,, AU — 1). 


à A ECE) 


2 


Finally, writing À — 1+%h,, we have 
ILP£d >, |Ze@4ph RD) 
l 


1914029123 


It is plain that the argument used here is perfectly general; 
and the resulting inequality in the general case is 


ADMET > 22061? HD) 
ho hall 


7) 


where 
HER RE hs 
5. 2. If (k!,9) = à, we write k! — Ô0k%,, g — 0Q, so that 


(&P, Q) = 1. 
The summation with respect to h,, h,, ..., h,, is defined by 
0OZh<q(i<j<k-1), so that H<g"!, And evidently 


GA) IRF<3|Z)+ > |E] = T+T 


where 5 is defined by 
H= 0) 20h, <<, 


and >” by 
O<H< 4", 
The number of terms in 35) is O(q**), and in each of them 
| 2 — q, CThUS 
l 
(6.22) T' = 0%). 


In ÿ”, > is zero unless H = 0 (mod. Q), when it is q. The con- 
l 


7) The index of the power of qg may be at once verified by induction: for 
2(21— FR) Lk—1 = 2%—%— 1. 
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gi“ 
— 0(9"?) values of H; and 

2 

therefore) for at most NE sd à sets (ni, ASS TRE ETESS 


gruence is satisfed for at most “— 


(8. 23) Te 0 (ge Nr 
From (6.21), (5.22), and (5.23) the lemma follows immediately. 
As obvious corollaries we have 


Se, = OT, 8, = 047). 5 


Pam = 0(g* T°). 

5, 3. Lemma 2. For all sufficiently large values of s and for 
all values of n, the singular series S is absolutely convergent, and 
S>#. 

The term for which p = 0, q = 1, is 1; write then S — 1+5$. 
We have 


te 
_ = of 09 +4 = o æ ) 


and therefore 


| Se | 4 M: 
HAE 
here SL Al 
w = Lx. s0 
| Se | 1 > 1) 
r 
Choose v — 4‘, and let j 
ÿ— Max | 
2=g=v| q 
Thus 
Éleite D q + 2, nee 1— ET Ô° + 5 td. 
J= g=v+l 
2 $s Vu 1 
< v* 0° + RE CN 
S—1+5>-+, 


if only s is sufficiently large. 


8) See E. Landau, Über die Anzahl der Gitterpunkte in gewissen Be- 
reichen, Güttinger Nachrichten, 1912, pp. 687—771 (p. 717). 


ARR 000 RES ne tneS one 
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Behaviour of f(x) on a minor arc. 
6. 1. Lemma 3 On a minor arc 


f(x) = Ont" T5), 


We deduce this from 
Lemma 4. If n and £ are arbitrary fixed positive numbers, and 
u an integer, and 


nm 0 unie 
then 
u 
U— à c(ph) = Ofn*T!) 
R=10 
where & = &(n, €) is a function of n and £ which tends to zero with 
n and 6. 


We denote generaliy by &,,6,, ... functions of 7 and € which 
have the property stated. 

We begin by performing on U, a series of transformations 
analogous to those of $ 5.1. In this case, however, we may at 
once quote the final result, as it is given explicitly by Weyl°). 
We have | 

MAR ee 


19 ho, Sc) y 


2e, El» HD) 
I 


? 


where H = h,h,...h,.,, and the summation with respect to 
h,,h,,.., h_ is defined by 


LA! 4" LA re LM Zu, 


and that with respect to / is over an unbroken sequence of not 
more than uw +1 values. 
We replace this inequality by 


GA) IQF£AW TZ |Z|+AMN3IE| = U+U", 


> and >” being defined as in $ 5.2. And we have, in the first 
place, 


(6.12) U' = O{u tp y) = Our) = O(nf DTA) 
6. 2. In discussing U” we observe that 
1Z]£4+1 (k!p H = 0 (mod. g), 


9) Weyl, loc. cit., p. 330. 
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klpHx | 


cosec (4! p H & O (mod. 4). 


DIE 
l 

Suppose now that %! pH = À (mod. q), where 0 <£ 1< q, and write 
U" = VU; +U;, where 1 = 0 in U and 1=0in UV. E1=0 
we must have (in the notation of $ D LE H = 0 (mod. Q); and this 


k—1 
can happen for at most 2 RE _ of# 


IR "< Q). To each of these correspond at most OP #2) 
or Ou) sets (h,, À, ..., h,.) Hence 


Ge = of) = ot) 


, values of Æ (for none 


Since un" TE q>n"7", we have À — O(n°) and so 


U" = O(uE—1+ 4e) net o(xE— Da+e) 
Next, suppose that 4 = 0, and that 


klpH= klpH' = (mod.q), 


where H'=hh}...h;,. Then H'—H=0 (mod. Q), or H=mQ+H, 
where m is an integer. Since |] and |H'| are each less than 
uw", this can happen for at most 


me 
= : 


different values of H’, and so for at most 


k—1+s 
of (en) 


sets (hi, h!, ..., h;.) Hence 


Di — 1] Re 2)+0( K— ie 


? 


where 


q 
6 — Ÿ cosec ARS — O(q log q) — 0(q io: 
1=1 q 
The first term gives 

1e nie 


In discussing the second term we may suppose uw“! Q; and 
we obtain 
ONE a D) = O(nE — D a+ êu) 
2 
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. SU w w (2 
since Q<n Thus U} and U}, and therefore U”, are of 
the form O(nE— Da+s) So, by (6.12), is U'; and Lemma 4 
now follows from (6.11). 
6. 3. In order to deduce Lemma 3, we write 


% k 
DEN D x +2 > g = —1+f(x)+f(x), 
<< 0 V>& 
where © — [n® +4] and £ is an arbitary positive number. Then 
k 
vh er 
| ={i-5 OU E 
ñn 


and 


(ee) —+— OO 
0 f e uw dw | = os Îl CAU: du) — 0(1). 
94 pit 9-4 ni 


Hence we need only consider 


— = pk 2 — 2 X" 
f,(&) GS e, (pv) re 1 


say. Writing a,+a+...+a, — s,, we have 


f @ = MODS C0 C0 die 
0< m < HA 
é+1 
<9 Xe =exI ol |Ex el 
[ @)I = RD) [EX] Î ls, "| | 
Now, on à minor arc, X — [X]6°° — +) , where 
2x A; À, 
rer noce nos ent 
gl" gn n 
and 
Fo VE —2(1-7)c080+( h-+) )) 
— V( afin )sin r)<4 VE +9) < & + 
n 
IX) 
Hence 


RENAN AT RUE 


by Lemma 4. 
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Behaviour of f(x) on a major arc. 


7. 1. We now suppose that x lies on a major arc. We write 


= Xr,, X=6 Ve iq 
so that 
1 Ne 
Elo RE 
where ë : 
v = —lg(1-). 


It should be observed that, on a major arc, | Y| cannot exceed a 
k 
fixed upper bound (and is in general small); for P <1 and 


n 
: = q° Re = + 
[a 0] RS 0) eg of£ = O(1). 
Lemma 5. 1f 


k 
p(m cos 2m u du, 


00 
= 
0 
CCR k 
4m) = ik eT% sin 2mzu du, 
0 
then 


OO (ee) 
GA) PQ) = 2pO+4 ZE San pOD +4 À Sin r() 
We have !°) 


cs k 
_ cos2ma(u—)j) du, 


OO . ee (ee) 
7.12 ne UT 9 = e 
M 
= 0 m = 0 0 


10) This formula may be proved, by classical methods, in the following way. 
The function 


OO 4 
: =. k 
fD—= D age TOTY, 
= — 00 
where £, — 0 for æ 0, has the period 1; and it may be verified at once that 


it has a derivative f’(5) bounded for 0  j 1 and that f (0) — 4(f(—0) + f(+ 0)). 
OO 
Hence it is expressible in a Fourier’s series 


D 26nYm Where 
m —=0 


1 OO il 
Ym = f cos2mm(u—3)f(u)du =  X je cos 2mx (1-E ù —ÿ) eau ee À CE UŸ y 
0 1=—0 V9 
OO k OO L 
\s Eye no: 2m 7 (u — j) du = f To 2m (w —j) du. 
— CO 


0 
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where R(Y)>0, 1=—j7=0, and 
LOT 0). 5, — À. 
Also 


OO x g—1 OO x 
7. 13) — PE x {q+h) 
( Ver CE] NOR 2 2 4) L soir X 


q—1 
= 2 > a (Pf(X), 
say. But 


Le —Y(+j} L 
(7.14) AC 2 age UT G£) 

1=10 q 
Substituting from (7.12) and (7.14) into (7.18), and changing the 
order of sammation, we obtain the result of the lemma. It may 
be written 1!) 


ee) OO 
| (7.15) f() = 27(1+a)S,,Y®+4 Y 4 Snam PO) +4 D: 4 Spam 4 00), 
m —= M —= 


when Y-® has its principal value, viz. e—%VEY the imaginary 


part of log Y lying between — 1x and À. 


Asymptotic formulae for œ(m) and z(»). 


%. 2. Lemma 6. 1f x lies on a major arc, so that |[Y] is not 
large, 


+ O([Y}m Et) 


É Yu + 2maiu))du = + 
J exp (—(Yu"+2maiu)) du = + Da 


+0(mT 30 D y} 38) 
where 
E — exp(— Am'*]|Y[? cos w), — arg y. 


It is enough to consider the integral in which the ambiguous 
sign is negative; the other assertion follows by changing # into 


— +. Let 
kZ DMEN UE 
nr z = (=) ue 


so that 
—(YuË— 2maiu) = — Z(v°— kiv). 


11) In our paper in the Quarterly Journal the term in S,,4m Was omitted 
in error in the case when % is odd: Sym — 0 when k is even. The omission 
affects none of the results of the paper. 
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When Y is real (and positive) we have 
(7.21) { exp (—(Yu*—-2maiu)) du — D, : exp (— Z(v°— kiv)) dv. 
x mx Jo 


The right hand side is an -analytic function of Z when R(7Z) —0; 
the equation (7.21) therefore holds for R(Y) > 0. 
Let 


4 mb 


— 1 rib 
s Ÿ 8 _— 


(102 
Ui=nC CUT — £v,e ? 


where c and £ are positive. We can choose À, so that [v,| £1 


and 0 — a = when c< A. We shall ultimately choose c to 
be a number depending only on # and satisfying this condition. 
It may be observed, in order to avoid any possible misunder- 
standing, that «, and all geometrical elements of the figure ad- 
joined, are functions of # only. 

Since |arg Z| = |[—-bw|<£4xb, the path of integration may 
be changed in the right hand side of (7.21) from the real axis to 


(1)+(2)+(8), when (1) is the straight line from 0 to v,, (2) the 
straight line from v, to v,, and (3) the continuation of this last 
line to infinity ?)} We write then 


OO 
(7. 22) je exp (— Z(v*— kiv))do = I, +1I,+I. 
0 


Consider first Z. We have, when v lies on (1), 
ND 
— Z(— kiv) — = Ziv (ar ie _ prie) ”) 

_ Le Er pi CE ie pe id 


Es Zlole TES CSL 


12) We have | — bp +1kbr| < x for KkZ3. | 
13) Since vis" 
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where 
| D = ix(l—b)+by. 
Hence 


RC Z(—-kiv) = |Z|2 (2 cos (ka — D) — & cos (x — Y)) 

= |Z|x((2"" cos ko — k cos &) cos P + (aË-! sin ka — k sin &) sin YF). 

Now O<P< x (since KZ 3), 0<a=<-—— _ Hence 

R(—Z(2°—-kiv)) <|Z]x((1 — k cos «) cos P+ (sin La — k sin «) sin YF) 
Æ<[Z|x(- d'cos F — 4” sin #)=<—A]|Z|x. 


| Therefore 


di 
I, = f ep Z( Lire 
0 
1 k © Fe 1 4. H—1 k $ 
= Lez ep Ze =hio)] el D exp (— Z(*— ki) du 
ë 
: + 0(pe #14) +o( f FRE AE) 
| 0 


ZI), 


(7. 23) ja 220 1) 


When v lies on (2), we have v = v,—ye Sao where 0 = y <c, and 


| Lay 1 
| — Z(v*— kiv) — = 2(@-Hi)+()e tre (le — à xid D +. + 
the term in y vanishing since v#! — à. This is 
= Zi) = A[Zlexp (ax (10) — 420 —0y)i).ÿ'(L+ O(u). 
Now 


n—ixb>in(l—-b)-inb—bp>z—1ixb (kZ3) 


QE 


Hence 
(7.24) R(—Z(—-kiv) LR(—Z(v—kiv,)) — A[Z]y (1 + 0(y) 
<R(—Z(vË— kiv,))— A|Z|y 


for 0=y< A; We choose c — & Min(4,, 4,); (7.24) then holds 
when v is on (2), and 


: É dre SEE “er AIZIy? 
(7.25) I, — exp (—Z(v"—kiv)) dv = O[[exp(—Z{v—-kiv,))] | e dy 
on 0 


= OÙ ZT exp (- Zi in,))l). 


 Dmx 
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_—17i 
Finally, on (3) we have v = v,+ye ses? where y 0, and 


{= hiv) = —Z(à—kie)— 2 3 (fe md re 
r—=2\ 


It is easily verified that 


1irbæi ve" ) 


larg (Ze 


for k=3, 8<r<k. Hence 


<ir 


RC ZE Hio) ER(- Zi in) 47e roy). 
Thus 


1 : OO 
7.26) L—e | exp(— Z(v— kiv)) dy 
: P 
0 


= Es E 263- Rio fe 4 ay) 


OZ € exp (— Z(4— Hiv)))), 

as before. Now 

PEROU) ED et lle 
so that 
(7. 27) R(— Z(—kiv,) = — A[ZIcos Y. 
From (7.25), (7.26) and (7.27) it follows that 
(7.28) I1,+1, = OZ] Ÿexp(— A|Z] cos Y)); 
and from (7.21), (7.22), (7.28) and (7.28) that 


(1 ae 


__ 


ee 
[ exp (—(Yu*—2maiu)) du — 
0 


az 


+0(% 


se 4121) + 0{279+0(Z1 Yexp(- A1Z1008%) 


[Z] 
î 


ge +0[ 2) +o[12Ë exp (— A[Z] cos w) 


Substituting for Z in terms of Y, and observing that the ratio 
cos #: cos # remains superior to a positive bound for all values of 
Y between — 1x and 1x, we obtain the result of the lemma. 

7. 3. Combining the results of Lemma 6, we see that if x 
lies on a major arc then 
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(7.81) gén) = OUn ICI Y °E)+ 0m |), 
. 
(7.82) (mn) = 5 + um), 


(7.38) (ni) — ne 


Behaviour of f(x) on a major arc (continued). 
8. 1. We have, from (7.15) and (7. 32), 


f(x) Sr Pa TP 
when 


ns s, 1 \ 
B 11) y, — 27(1+a)8,,7* = 27(1+) 22 [log +) 


and 


œ PR 
Da = 4 > QSnan PO) +4 DE Em LI UR ar > Te Op an 
m= 1 T m—1 
D d 
SAS ne 0) 
== 


By (7.31) and (7.33), this is 


1h 


CO PTE (ere) 
o(e+"1rT 1 S m7 ?0 ”E)+o(é+t1x Em) 
M — 


m=—=]1l 
ss fre — ®,+ ®,+ 0 
De 2, m Pan 7 1 2 39 
say. Now, if g > 1, 
ee 1 Gr] 1 2mhx 
De AU — sin —- 
ne DE 120 À . m q 
Je 
= 3 ej(l'p) 0 
Le M sin — 
if g = 1, the sum has the value 0. Hence 
2 Ce ! Li, H + 8 ri 1 
(8.12) ®, — PRIE A Lo ,+0(1) = o(a 2%) 00 


= té val 
Clearly also 


(8. 13) ®, = 0(*°). 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Matb.-phys. Klasse. 1920. Heft 1. 4 
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8. 2. There remains ®, to be considered. We have 


Y = gé{v—i0) = |Yle*, 


so that 
HE d 
[Y| = g'ysec p PER 
Hence 
(8. 21) É=0 (exp Le Am'# g“? n (cos Ÿ) )#)), 


and it follows from the definition of ®, that 


1 OO D = 
D, = of QE dt L DE ie pc exp(— Am qgn?(cos D) 
m=—= 1 


We have 0<6 < 4q n°", and s0 
v° v° 1 = 
PRÉ 7] + À q°n —2+2a 4 + À q n° 
+ er 
(1 + À) g'n 2a 
TRE n? (cos p) +? _— AG n(gn*) + —— 4: 
Hence, as |Y| = Ag'n°, we have 


x, — 50 co 
x—+e/fQ — Amtè 
q (©) 2° 


cos” Ÿ — 


— À gi n ge 


(8.2) D —0 M se 


From (8.12), (8.13) and (8.22) we have 


23) 2, = 0("+)+0{ gt) = of) 
since g = n. 


8. 3 We may summarize our conclusions, as regards the be- 
haviour of f(x), as follows: we have 


fa) = of T1) 
on a minor arc, and 
fa) = pnat O(n* T°) 
on a major arc, p,,4, Veing defined by (8.11). 


Proof of Theorem B. 
9. 1. Returning now to the integral (2.21), we have 


1 Fos CG) 7 


Di a à r POULE ami ? 


ras(r) = 


P:q 
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the summation extending over all arcs £,, of the Farey dissection 
of order N = [n°], We write this in the form 


1 nos Perse [ a 
Sa S,+5, 


D and m denoting typical major and minor arcs of the dissection. 
It follows at once from Lemma 3 that 


(9.12) Gp EU rss) 


As regards $, we observe that, on an are M, 
= Gt) = (p+S) = p+0(Max (pl "|, [D1). 


1 fs 1 
HAE sn fer +1 di+T,. SS se Che 


where 
@13) 7, = 0[f HP 21) +o(f qu lé) 
Jm [x] gp | 
= O(e,, JF O(s,2) 
say. It is plain that 
(9. 14) Do, = Ofn*Tt), 


Also 
= 0(8,,11Y7 = O(***(il»— 0) 
— 0 +0) 1°). 
From this equation and (8.23) we deduce 


— ofn"+E as fes do 
Opa — SI) 


æ DC méme EDG Le) 
00  g—1 2 kr 
provided s—#%+1. Now the series > q6 Aer Pre 
100 
convergent if (s—1)(1—x) —2 or s—2Æ+1, and supposing, as 


18 


14) This formula is not true uniformly in s, and may therefore be held to 
violate our general principle ($ 2.2) as to the use of O and o. But the formula 
falls into line with the general principle so soon as we fix our attention on any 
particular s = s(k); and this is sufficient for our argument. 


4.* 


‘52 G. H. Hardy and J. E. Littlewood, 
wè shall do Dencofoekh, that this condition is satisfied, we have 
me CE D PRE RENE 
and so, by (9.13) and (9. 14), 
SL = {ne TO RTE 
@.15) nf) = 848, = D, +0 (0) OR ER, 


9. 2. We now perform two transformations on 1,.. 
(i) The functions 


. x : S : s 1 —$a 
me = @rû +2 (ne) (os +) 
and 


Fa REED (Eu) Sn = c(é t) Fa(X) 


differ by a function regular at X — 1 and « fortiori bounded 
near X = 1. Further, it is plain that 


@rG+ a) (log x) —CFa(x) = 0(0 


uniformly in p and g. Hence, if we replace p,.,, in L,,, by Fr,» 
we introduce an error 


o[2()) = o(5a-"09+) = ou, 


provided only s(1—x)=>2, s—2X, a condition which we bave 
already assumed to be satisfied. This error is plainly trivial in 
comparison with the error terms already present in (9.15). 

(Gi) We next replace the arc £,, in 1,,, by the complete 
circle I}. The error thus introduced is 


ge 2) [Fe out fire) 


No, a NP, q 


15) It will be useful later (though irrelevant for the purposes of this me- 
moir) to point out that this formula is still valid when s — 2ÆX +1, since then 


nt _q—1 


SD ‘S d-Dm-D+en o| S au D 
Qi 


The interest of this lies in the fact that 2X + 1 — 9 when #4 — 8. 


Some problems of ‘Partitio Numerorum’. 53 
Babes Re we have, uniformly in p and 9, 


F,(X = 0(1— XF = of(a-m+ar “1 


= dre) 


If 0, is the angular coordinate of one end of £,,, n0, = 41 
Hence our integral is the sum of two, each of which is of the form 


CO 1 —+sa OO Se, 
o( J; Cr+0) à) Z On (+) À à) 
®, 


nô 
n° —$a+1 
— On" (n Ge) — O(n+ F } 
/ q 
Hence the total error introduced is 


Dmemn" ) 

pP,q 

== 1] ERA GREAET Lee O(nie228 Et) 
Q=n 


20 Gare #). 


since 62, a<4%. We have thus 


(9.21) rene C Dee 11410. de + O(n°2% +5) 


2xi q re 


ot Mois Le) 


9. 3. There is now no difficulty in completing the proof. In 


the first place 
1 FEUX 
d: sa (2 ) dx — n°41 e (— np), 
ÏE 


2xi æ 
so that the first term on the right hand side of (9.21) is 


Cr 2 “ q 


The series may be regarded as limited by qg <#*, or as extended 
to infinity, indifferently; for the difference is 


Ofn 5 PTS es Ont (ny AD +È TE) 
a>n 
Æ Ones) = Os) 


at np) — On S. 
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If s is sufficiently large, S=1}, by Lemma 2, so that the 
leading term in (9.21) is effectively of order #**. The third 
term is always of lower order, since ax—a—<0. Finally, the 
second is of lower order if 

san<sa—1, sa(i—-x) => 1, 


or 
s—>kK — K2r 1, 


10. We bave thus proved Theorem B. It is plain that Theo- 
rem C is an immediate corollary. To deduce Theorem À we have 
only to take 9 — Max(G,n,), since any number less than n, is 
the sum of at most », positive £-th powers. 

We have not, in this memoir, determined an explicit upper 
bound for any of the numbers 9, G,, G. The whole trend of our 
analysis is, however, to suggest that the necessary value of G(k) 
does not exceed 

k2 +1; 


so that, for example, every large number is the sum of at most 
33 biquadrates, 81 fifth powers, or 193 sixth powers!°). It is, in 
fact, possible to prove more than this; but the proofs involve a 
detailed examination of the singular series which we must post- 
pone to our later memoirs. Our second memoir, which will be 
concerned particularly with the case 4 — 4 (a case in some ways 
the most delicate and interesting of all), and in which (going 
beyond the results which we have indicated) we shall prove that 
every large number is the sum of at most 21 biquadrates, will, we 
hope, be published shortly in the Mathematische Zeitschrift. 


16) This result is new for 4 — 4 and 4 6, but not for 4 — 5. The best 
result we can prove for & — 5 is G(5) < 53, which is new. 


Die van der Waals’schen Kohäsionskräfte. 
Von 
P. Debye. 
Vorgelest in der Sitzung vom 30. Januar 1920. 


Der grofe Erfolg der van der Waals’schen Zustandsgleichung 
beruht bekanntlich wesentlich auf der Einführung von anziehenden 
Kräften zwischen den Molekülen. Sie bedingen einen zum äuferen 
zusätzlichen inneren, dem Quadrate der Dichte proportionalen 
Druck. Diese anziehenden Kräfte sind zwischen Molekülen be- 
liebiger Art vorbanden, sie sind eine allgemeine Eigenschaft der 
Materie und es scheint mir daher von besonderem Interesse, über 
die Ursache dieser universellen Anziehung nachzudenken. 

Heutzutage wissean wir mit vollständiger Sicherheit, daf das 
Molekül ein System elektrischer Ladungen ist. Man wird daher 
versuchen, einen elektrischen Ursprung für die van der Waals’schen 
Kräfte zu finden. Dabei wird es sicher unnôtig sein auf Besonder- 
heiten des Molekülbaues einzugehen: Eine so allgemeine Eigen- 
schaft der Materie, wie die van der Waals’sche Anziehung kann 
zu ibrer Begründung nur die Kenntnis ganz äuferlicher und für 
alle Moleküle gleichartiger Eigenschaften ihres Aufbaues benôtigen. 

Im Folgenden soll gezeigt werden, daf es tatsächlich zum 
Verständnis genügt, wenn man meif, daB die Moleküle elektrische 
Systeme sind, in denen überdies die Ladungen nicht vollständig 
starr an Ruhelagen gebunden sind. So wird ein Zusammenhang 
entstehen zwischen der van der Waals’schen Anziehungskonstante 
einerseits, Brechungsexponent und Verbreiterung von Spektral- 
linien andererseits. 
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SL 
Die van der Waals’sche Gleichung. 


Wir fangen damit an, da8 wir für das Folgende einige be- 
kannte Beziehungen zusammenstellen. 

Hat man ein Gas vom wirklichen Volumen V und vom Druck 
p bei der absoluten Temperatur 7; ist dessen Masse G, das Mo- 
lekulargewicht M und bedeutet À die universelle Gaskonstante 
(R — 8,31.10"erg) dann gilt nach van der Waals die Zustands- 
gleichung 

À R 
b+5)0-2) = GT. 

Darin bedeutet B das vierfache des wirklichen Volumens der in 
V enthaltenen Moleküle, während À die gegenseitige Anziehung 
der Moleküle mift. 

In bekannter Weiïse schlieft man aus dieser Gleichung für 
den kritischen Punkt die Beziehungen 


1-4 GR 8 A 
@) PONS Di MO CITES 
Die Gesamtenergie des Gases ist teils kinetisch und teils po- 
tentiell. Über die Abhängigkeit derselben vom Volumen gibt am 


einfachsten die thermodynamische ser 
oU mm p 
ÔôV au Te ( Fr) 


Aufschluf. Eïnsetzen von p nach der Zustandsgleichung in das 


rechte Glied jener Beziehung liefert nämlich = _ oder 
integriert 

A 
@) U = W(T- 4. 


Um die van der Waals’sche Konstante À zu berechnen wird es 
also nur nôtig sein, die potentielle Energie des Gases (in der 
Formel durch _. gemessen), zu bestimmen. 

Neben der eben angegebenen auf eine beliebige Menge Gas 
bezogenen Form der Gleichungen werden wir noch eine auf das 
Mol bezogene benutzen. Nennt man vb das Molekularvolum und 
fübrt statt À und B, a und b ein durch die Beziehungen 


2 
(4) AP RD CR 
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so lautet die van der Waals’'sche Gleichung 


@ b+)e-0 = 27, 
während sich für die kritischen Grüfien ergibt : 

en 8 «a 
(6) Pr —= 97 pr D 90, MAT = DM 


SchlieSlich ergibt sich für die pro Mol berechnete Energie der 
Wert: 


(7) u = PT). 


$ 2. 
Die Ursache der Kohäsion. 

Denkt man sich die Moleküle zunächst als starre elektrische 
Systeme, so wird natürlich zwischen zwei solchen Gebilden stets 
eine Kraft vorhanden sein, welche aber je nach der gegenseitigen 
Orientierung nach GrôBe und Vorzeichen wechseln kann. Nun 
kommen im Gase alle môglichen Orientierungen vor, sodaf man 
zur Berechnung der für die Zustandsgleichung in Frage kommenden 
Anziehungen eine Mittelung über jene Orientierungen wird vor- 
nehmen müssen. Im allgemeinen hätte man bei der Ausführung 
dieses Verfahrens die Wabhrscheinlichkeit einer beliebigen Orien- 
tierung zu bestimmen auf Grund des Boltzmann-Maxwellschen 
Prinzips. Je hüher aber die Temperatur ist, umso weniger tritt 
in diesem Gesetz die Abhängigkeit von der gegenseitigen poten- 
tiellen Energie in den Vordergrund. In der Grenze für hohe 
Temperaturen wird man demnach alle Orientierungen im Raum 
als gleichberechtigt anzusehen haben. Offenbar verlangt der van 
der Waals’'sche Ansatz, daB gerade in diesem Falle die charakte- 
ristische Kohäsion übrig bleibt. Nun kann man sich aber leicht 
überzeugen, da zwei starre elektrische Systeme im Mittel gar 
keine Kraft aufeinander ausüben. Tatsächlich kann das Potential, 
welches in einem entfernten Punkt von einem Molekül herrührt, im 
Mittel angesehen werden als hervorgebracht von einer Reihe zen- 
trierter Kugeln, welche mit konstanter elektrischer Oberflächendichte 
belegt sind. Hat nämlich das Molekül alle môüglichen Orientie- 
rungen im Raum, so kommt jede Ladung bei der Mittelung in 
jedem Punkt einer Kugel gleich oft. Da man nun weif, daB eine 
mit konstanter Oberflächendichte geladene Kugel nach aufen s0 
wirkt als ob die Gesamtladung in ihrem Mittelpunkt konzentriert 
wäre und das Molekül im ganzen umgeladen ist, so ist das Po- 
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tential im Aufpunkt im Mittel Null. Es besteht also auch im 
Mittel zwischen zwei als starr gedachten Molekülen keine Kraft- 
wirkung. 

Die ganze Sachlage wird aber sofort wesentlich anders, wenn 
man bedenkt, daf die Moleküle nicht vollkommen starr sind. Der 
Umstand, daf jedes Gas einen von 1 verschiedenen Brechungs- 
exponenten zeigt, ist ja ein direktes Zeiches für die Beweglich- 
keit der Einzelladungen im Molekül. Berücksichtigt man nun 
diesen Umstand, so erhellt, da ein Molekül im elektrischen Felde 
Œ eines anderen ein elektisches Moment bekommt, welches pro- 
portional mit Œ ist. Dadurch entsteht zwischen den beiden Mole- 
külen eine gegenseitige Energie, welche proportional dem Quadrat 
von € ist, die also auch im Mittel nicht verschwinden kann. 
Überdies überzeugt man sich leicht, daf die Kraft stets eine 
anziehende ist. 

Man kann übrigens auch bemerken, daf im Sinne unserer Auf- 
fassung die van der Waals’sche Kraft denselben Ursprung hat wie 
die Kraftwirkungen, die beim Grundversuch der Elektrostatik in 
Erscheinung treten. Dabei zieht ein geladener Kôrper andere 
Kôrper an unabhängig davon ob sie Leiter oder Isolatoren sind, 
d.h. es treten Kräfte auf, welche die beweglichen Teilchen von 
Stellen kleinerer zu Stellen grüBerer Kraftliniendichte treiben. 
In gleicher Weiïise erfahren die Moleküle Kräfte, welche bestrebt 
sind, die Teilchen einander zu nähern und damit in môglichst 
starke elektrische Felder hineinzubringen. 

Nachdem dieses erkannt, bandelt es sich nur darum, die po- 
tentielle Energie des Gases zu berechnen. Dazu genügt es offenbar, 
wenn man weif, wieviel Arbeit man zu leisten hat, um ein Mo- 
lekül aus dem Inneren des Gases durch seine Oberfläche hindurch 
an einen genügend weit entfernten Punkt zu bringen. Die Be- 
rechnung dieser Arbeit geschieht am besten in zwei Schritten. 

Zunächst beantworte man die Frage: Wie gro ist die Arbeiït, 
welche zu leisten ist, um ein polarisierbares Molekül, dessen elek- 
trisches Moment m — «€ gesetzt werden kann, aus einem feld- 
freien Punkt an eine Stelle zu bringen, wo die Feldstärke € 
herrscht? Eine einfache Überlegung liefert für diesen Arbeits- 
betrag den Wert 


[12 2 
(8) - 5€ 


unabhängig vom Wege, auf dem das Molekül bewegt wurde !). 


1) Das entsprechende Resultat für ein magnetisches Feld findet z.B. An- 
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Dann beantworte man die Frage: Wie grof ist das mittlere 
Quadrat der elektrischen Feldstärke in einem Punkte im Innern 
des Gases? Durch Kombination der beiden Antworten findet sich 

dann leicht die gesuchte Arbeitsleistung. 


$ 3. 
Der quadratische Mittelwert der elektrischen 
Feldstärke. 


Besteht ein Molekül aus elektrischen Ladungen e,, welche an 
Stellen mit den Koordinaten Ë,, ,, € liegen, begibt man sich in 
einen im Abstande r vom Nullpunkt liegenden Aufpunkt mit den 
Koordinaten x, y, z und entwickelt das Potential nach negativen 
Potenzen von r, so erhält man in bekannter Weise: 


Ze :L 
Oo p= + fzet+h senti zatl 
1 DL: 3° 1523 
+3 (C6 73 —1)2e8+s Fe - —1)Zet+ D] ci 1)Zatt 
3x 9y2 
+ 2e Eine + _ Zen + ; FE se t]+ 


Das Molekül ist ungeladen, also verschwindet das erste Glied 
in (9). 

Es kann nun vorkommen, da der Schwerpunkt der positiven 
Ladungen nicht mit dem Schwerpunkt der negativen Ladungen 
übereinstimmt. Dann bat das zwcite Glied einen endlichen Be- 
trag; man sagt, das Molekül trägt einen elektrischen Dipol. Ob 
ein Molekül dieser Kategorie angehürt, entscheidet man z. B. mit 
Hilfe von Dielektrizitätskonstanten 0 und Brechungsexponenten n. 
Das Molekül hat einen Dipol, wenn das Maxwellsche Gesetz d = n° 
nicht erfüllt ist. Oder man stellt fest, daB eine anormale Tem- 
peratur abhängig von Ô besteht, insofern à trotz konstant ge- 
haltener Dichte mit zunehmender Temperatur abnimmt'}. Oder 
auch das Molekül hat einen Dipol, wenn anormale elektrische 
Dispersion im Drude’schen Sinne vorhanden ist ?). 


wendung bei der Bestimmung der Susceptibilität schwach magnetischer Kôrper 
mittels der Kraftwirkung welche dieselben in einem inhomogenen Felde erfahren 
(Curie). 
1) P. Debye, diese Zeitschr. 18, 97, 1912; M. Jona, diese Zeitschr. 20, 14, 1919, 
2) P. Debye, Verhandl. d. D. Phys. Ges. 15, 777, 1918. 
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Gase von dieser Art zeigen ausgeprägte Assoziationserschei- 
nungen ‘) und damit zugleich verhältnismäBig starke Abweichungen 
von der einfachen van der Waals’schen Gleichung. Wir werden 
deshalb an dieser Stelle solche Gase von der Betrachtung aus- 
schliefen, ihr Verhalten wird demnächst näher beleuchtet werden. 

Für unsere Zwecke wird nunmehr das Potential durch das 
dritte Glied dargestellt. Die Moleküle verhalten sich dann wie 
elektrische Quadrupole. Nun kann man bekanntlich das Koordi- 
natensystem in das Molekül so hineinlegen, daf 


Zen = Zamb = Zabb = 0, 


sodaf das ganze Molekül charakterisiert werden kann durch die 
drei elektrischen Hauptträgheitsmomente 


(10) dite th 00 2er 060 260 


Ist ©, — @, — ®, dann verschwindet auch dieses dritte Glied 
und man müfte das nächste Glied der Reïhenentwicklung nutzen. 
Es ist wahrscheinlich, daf diese Bedingung bei den meisten Gasen 
nicht erfüllt ist und wir werden deshalb mit dem Potentialausdruck 
für Quadrupole rechnen. 

Man bilde jetzt aus dem angegebenen Ausdruck für das Po- 
tential die elektrische Feldstärke in einem um 7 entfernten Punkt 
nach der Beziehung 


E — — grad y, 


berechne das Quadrat derselben und mittele über alle môüglichen 
Orientierungen des Moleküls. Als Resultat dieser ganz elemen- 
taren Rechnung bekommt man dann für den gesuchten quadrati- 


schen Mittelwert eine GrôBe, welche nur abhängt von einer Kom- 


bination der drei Hauptträgheitsmomente, die mit r° bezeichnet 
werden môüge und den Wert hat 


(11) a — 0! +0! + 06! — (@ @, + 0,0, + ,@). 
Der Mittelwert selbst findet sich mit dieser Abkürzung gleich 
37° 


7° 


1) Für Fragen, die mit der Zustandsgleichung in Zusammenhang stehen, 
unterscheidet man die Stoffe in normale und anormale (J. P. Kuenen, Zustands- 
gleichung und Kontinuitätstheorie, Braunschweig 1907, S. 139). Ich bin der Mei- 
nung, daB diese Unterscheïidung nichts anderes bedeutet wie eine Einteilung der 
Moleküle in solche, die keine und solche, die wohl Dipole tragen. Der Unter- 
schied der beiden Gruppen ist indessen kein absolut scharfes. Bei Molekülen mit 
relativ kleinen Momenten (CU, CO.) hängt es von dem betrachteten Temperatur- 
bereich ab, ob man die Substanz zur ersten oder zweiten Gruppe zäblen will. 
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Sind nun pro Kubikzentimeter # Moleküle vorhanden, dann 
bekommt man den in einem Punkt des Gases herrschenden qua- 
dratischen Mittelwert der elektrischen Feldstärke, indem man den 
Wert des Integrals: 


RTE ART 127 n.r 
(12) E = fn .4x dr AS De PETER 
bestimmt. Dabei ist die Integration erstreckt worden von einer 
unteren Grenze d an. Diese GrôBe d steht für den Durchmesser 
eines Moleküls und ist gleich dem kleinsten Abstande, bis auf 
welchen sich zwei Molekülmittelpunkte nähern künnen. Zur Be- 
stimmung von € kann man nicht die von J. Holtsmark diese 
Zeïtschr. 20, 162, 1919 entwickelte Wahrscheinlichkeitsformel be- 
nutzen. An jener Stelle wurde nämlich der Durchmesser der Mo- 
leküle zu O angenommen und dem entspricht es, daB aus den 
Holtsmarkschen Formeln € — « folgen würde. Es môüge in 
diesem Zusammenhang bemerkt werden, dafi auch bei dem von 
Holtsmark behandelten Problem eine Berücksichtigung der End- 
lichkeit der Moleküldurchmesser erwünscht wäre, um so mehr als 
dadurch die Druckabhängigkeit des Verbreiterungseffektes beein- 
fluft werden dürfte. 


8 4. 


B erechnung der van der Waals’schen Kohäsions- 
konstante. 


Es ist offenbar gerechtfertigt, mit dem Grenzwert für die 
Schwingungszahl O zu rechnen. Man bedenke nur, daf die Eigen- 
schwingungszahleu der für die Dispersion mafigebenden Elektronen 
von der Grüfenordnung 10" sec-* sind und stelle dieser Zahl gegen- 
über die Anzahl Male, daf ein Molekül bei mittlerer Temperatur 
einen Moleküldurchmesser zurücklegt. Diese Zahl hat die Grôfen- 
ordnung 10" sec * !). 

Die Kombination von (8) und (12) würde für die potentielle 
Energie eines Moleküls im Gasinnern den Wert 

6x nat 
LATE 
liefern, wenn das elektrische Feld von den ursprünglich vorhan- 
denen Molekülen allein herrühren würde und das hereingebrachte 
Molekül nur polarisierbar wäre. Tatsächlich aber ist dieses auch 


(13) &: TE = 


1) P. Debye, diese Zeitschr. 20, 160, 1919; J. Holtsmark, diese Zeitschr. 
20, 162, 1919; J. Holtsmark, Ann. d. Phys. 58, 577, 1919. 
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von einem elektrischen Felde umgeben und polarisiert infolge- 
dessen die gesamten schon vorhandenen Teiïlchen. Man sieht ohne 
weiteres, daB dementsprechend die bei dem Hereinbringen eines 
Moleküls in das Gas geleistete Arbeit doppelt so grof ist als in 
(13) angegeben. Sind nun schon Z Moleküle in V enthalten, sodaf 


= 2 ist und fügt man dZ Moleküle hinzu, s0 leistet man die 


Arbeit 
12x ot ZdZ 
Or AT AE 
die gesamte potentielle Energie eines Gases mit N Molekülen im 
Volumen V beträgt demnach 
6x at N° 

UE TENTES 

Andererseits fanden wir im $ 1 für diese Energie den Wert 


ne soda wir erhalten 


Als erstes Resultat zugunsten unserer Überlegung künnen wir 
hier buchen, daB theoretisch wie nach der van der Waals’schen 
Gleichung die Gesamtenergie umgekehrt proportional dem Vo- 
lumen wird. 

Gehen wir noch von der auf ein beliebiges Volumen V be- 
zogenenen Konstante À über zu der auf das Molvolumen b be- 
zogenen Konstante a, so ergibt sich 


- = Üx. N'ar° 
+) cote er 


wenn N die Loschmidt’sche Zahl bedeutet. Die Konstante « ist 
ohne weiteres auf experimentell bestimmte GrôüBen zurückzuführen. 
Bekanntlich ist es üblich, die Molekularrefraktion einer Substanz 
vom Molekulargewicht HZ und der Dichte @ aus ihren Brechungs- 
exponenten n zu bestimmen mittels der Gleichung 


n—-1 M 
Ce HEie S 
Der Grenzwert P,, den diese GrôBe für die Schwingungszahl 0 
erhält, ist nach der Theorie der Dispersion nichts anderes wie 


unsere gesuchte GrôBe « multipliziert mit EN, sodaB wir haben 


(16) P, — EN. 
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Infolgedessen kann die Formel für a auch geschrieben werden 


9 Nr° 
(17) GET Po 
Die Kombination + unserer elektrischen Hauptträgheitsmo- 
mente, welche wir als ,mittleres elektrisches Trägheitsmoment“ 
bezeichnen wollen, würde man entnehmen künnen aus der Ver- 
breiterung der Spektrallinien durch zugesetzte Gase, wenn ge- 
nügend Messungen auf diesem Gebiete vorlägen. Leider ist das 
nicht der Fall, soda8 wir uns vorläuñig begnügen müssen mit der 
Bemerkung, da die Grôfe tr von der GrüBenordnung 5.10% sein 
muB (Ladung eines Elektrons mal Quadrat eines Moleküldurch- 
messers). 
Die GrôBe d schlieBlich folgt aus der van der Waals’schen 
Konstante b, da bekanntlich 


es AIO NE OT 
(18) AN(S) — de NP, 
Andererseits folgt b selbst aus dem kritischen Molekularvolumen 
v, — 3b oder wenn dieses wie meistens nicht beobachtet ist, aus 
kritischem Druck und kritischer Temperatur nach der Formel 

HT 

, 19 E —= 8-b. 
(19) n. 


Um nun zu zeigen, in wieweit die für die van der Waals’sche 
Konstante abgeleitete Formel ein Bild der tatsächlichen Ver- 
hältnisse gibt, gebe ich die folgende Tabelle 1. 


Tabelle 1. 

D EaeruT a AMENER ER LaeBasr ef 0E 

| | (atm) | dyne cm cm | cm cm Jar? cm? sec! 
Ho nt re 275 | 0,02610% | 18,6 | 2,44.10-8 | 0,52 | 2,84 10-20 
A 151 | 48,0 57 322 |2,98, 4,17 1120 
ur Len 

!, (2 M , 

Hong AbiO 16. 169 | 236 : 2.03 3/20 » 
N, 128 33,6 JLOMS 39,0 9,12 4,35 12,5 
0, 154 50,8 1,34 , 31,0 2,90 , 3.98 I 
CL 419 98,5 HsÉ)eur 45,8 5,80 , 11,6 DORE 
CH, 191 54,9 1POTRE 35,6 3,04 , 6,36 DPI 
CH, 3805 48,9 D,4700, 63,9 3,68 , 110 25,0 , 
CAS ATO NES 0404199 11500 74 05 25,7 607 
41521283 | 51,1 450 , | 667 |3,54, 9,42 29 1e 


1) Aus dem bekannten Wasserstoffmodell würde sich ergeben 7 — 2,07.10-%, 
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In der ersten Kolonne stehen die Namen der Gase, in der zweiten 
und dritten Kolonne sind die beobachteten Werte für kritische 
Temperatur und kritischen Druck eingetragen (letztere in Atmo- 
sphären). Die vierte Kolonne enthält die aus diesen Angaben be- 
rechnete van der Waals’sche Konstante a, die fünfte Kolonne nach 
entsprechender Rechnung die zweite van der Waals’sche Kon- 
stante b. Aus letzterer folgen dann in der sechsten Kolonne die 
Durchmesser d. Schliefilich enthält die siebente Kolonne die aus den 
beobachteten Brechungsexponenten abgeleitete Molekularrefraktion. 
Nunmehr werden in (17) die Werte von P, und d eingesetzt und 
daraus die Kombination der Hauptträgheitsmomente + berechnet. 
Soll unsere Theorie Vertrauen verdienen, dann müssen sich für t 
Werte von der Grüfenordnung 5.107* ergeben. Die letzte Kolonne 
der Tabelle zeigt, daB dem wirklich so ist. Auch mag noch hin- 
gewiesen werden auf den apriori zu erwartenden Anstieg der + 
Werte mit zunehmender Kompliziertheit des Moleküls, ein Ver- 
halten, welches die drei zuletzt angeführten Zahlen wirklich zeigen. 


8 5. 


Die Oberflächenspannung. 

Nachdem wir nun behaupten im Besitze des wirklichen Kraft- 
gesetzes zwischen den Molekülen zu sein !), ist damit zugleich genau 
definiert, was man unter dem Radius der Wirkungssphäre eines 
Moleküls zu verstehen hat. Diese Grôfie aber ist von wesentlicher 
Bedeutung bei der Berechnung der Oberflächenspannung und wir 
werden demnach hoffen kôünnen, die beobachteten Werte derselben 
direkt aus der van der Waals’schen Kohäsionskonstanten berechnen 

zu kônnen. Eine genaue Theorie derselben müBte Rücksicht nehmen 
auf die Temperaturbewegung. Hier wollen wir statt dessen uns 
begnügen mit einer Theorie welche auf die Temperaturabhängigkeit 
noch keine Rücksicht nimmt und welche uns also nur die auf 
T = 0 extrapolierten Werte der Oberflächenspannung zu liefern 
vermag ?). 

1) Tatsächlich wird in dieser Notiz nur das im Gase vorhandene mittlere 
Quadrat der elektrischen Feldstärke gebraucht, eine GrôBe, welche als aus dem 
Kraftgesetz abgeleitet angesehen werden kann. Aus unseren Voraussetzungen 
folgt übrigens ohne weiteres, da bei den hier betrachteten normalen Gasen die 
Anziehung umgekebrt proportional der 9. Potenz der Entfernung zweier Moleküle 
ist. Bei anormalen Dipolgasen wäre sie umgekehrt proportional der 7. Potenz. 
Man sieht, wie die Theorie den vielfach genogenen Schlüssen über die starke 
Abnabme der von der Waals’schen Anziehung mit zunehmendem Abstande ent- 
spricht. 

2) In den bekannten Arbeiten von E. Madelung, diese Zeitschr. 14, 729, 
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Senkrecht zur Oberfläche der Flüssigkeiten rechnen wir eine 
z Koordinate, welche in der Oberfläche selbst den Wert O0 hat, 
auferhalb der Flüssigkeit positiv und innerhalb derselben negativ. 
Nimmt man nun einen Aufpunkt in der Nähe der Oberfläche an, 
so wird es keine Moleküle mehr geben, welche im positiven 2 Ge- 
biet liegen, sodaf auch das mittlere Quadrat der elektrischen Feld- 
stärke stetig abnehmen muf, wenn man sich aus dem Innern der 
Flüssigkeit durch die Begrenzungsfläche hindurch in den materie- 
freien Raum begibt. Es ist eine elementare Rechnung, durch 
welche die Abhängigkeit von €* von der z Koordinate bestimmt 
wird, Das Resultat derselben wird durch die folgenden Formeln 
und die zugehôrige Figur 1 dargestellt. 


_ 127 nr x nr 
D D Den SL 
—- T NT’ ba 
Dep jee nr 
IT) E-ir (6 +) 
CL 
ID) E? — Sr 


Im Innern der Flüssigkeit, genügend weïit unterhalb der Oberfläche 


gilt nach Formel I der alte Wert von €’. Nähert man sich der- 
selben, so muf von diesem Werte ein Betrag abgezogen werden, 


I I IT 


Figur 1. 


welcher umgekehrt proportional der fünften Potenz der Tiefe unter 
der Oberfläche ist. Dieses gilt bis zum Abstande d von der Ober- 


1913; M. Born und R. Courant, diese Zeïtschr. 14, 731, 1913 wird eine Theorie 
der Temperaturabhängigkeit entworfen, während eine Deutung des Absolutwertes 
nicht versucht wird. Letztere ist hier die Hauptsache. 

Kgl. Ges. d. Wiss, Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1920. Heft 1. 5 
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fiche. Von da an nimmt, wie Formel IT zeigt, das mittlere Qua- 
drat der Feldstärke proportional mit z ab bis ein Punkt erreicht 
wird, welcher um d über der Obeïfläche liegt. Hier setzt die 
Formel III ein, wonach nunmebhr mit steigender Koordinate €* 
umgekehrt proportional mit der fünften Potenz des Abstandes von 
der Oberfläche abnimmt. 

Wir denken uns nun eine Flüssigkeit vom Volumen V mit 
einer Oberfläche F. Mit Rücksicht auf die Veränderungen, welche 
E* in der Nähe der Oberfläche erfährt, würde es fehlerhaft sein, 
wenn man die gesammte potentielle Energie einfach proportional 
dem Volumen ansetzen würde. Vielmehr kommt noch ein der 
Oberfläche proportionaler Betrag hinzu. Bedeutet wieder » die 
Zahl der Moleküle pro Kubikzentimeter, so findet man leicht für 
die ganze potentielle Energie den Wert 


auf Grund der eben angegebenen Formeln I, II, IIT. Man kann 
nun die Oberflächenspannung 6 definieren als Energie pro cm? der 
Oberfläche und erhält demnach 
SRSNN + 

ES Fe qu 
Eine übersichtlichere Form erhält diese Beziehung, wenn man 
diese Darstellung für die Oberflächenspannung mit dem früher für 
die van der Waals’sche Konstante a (Gleich 14’) gefundenen Wert 
vergleicht; so erhält man 

Q 5 CAS 
2 ne jh 
(21) a 16 af). 
In wieweit mittels dieser Formel ein richtiger Wert von 6 be- 
rechnet werden kann, môüge durch folgende Tabelle veranschaulicht 
werden: 


Tabelle 2. 
ber.| 6 beob 
Pr (7 d ce s 
Tk atm | dyne cm“ | cmÿ cm ; EPL MEL 
CH00! 467 | 35,6 17,5.10% | 134 | 4,7210-4| 0,96.10-2| 24 46 
Col 561 |. 4704 169 pl H00 45 PERS 59 
Cy Hs, | 508 | 29,6 210 17 | En OT, 24 42 
CS, |648 | 76 1182 /|78 51 |u8'a6ns 1:66, 38 72 
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In den ersten drei Kolonnen derselben sind chemische Formeln, 
kritische Temperatur und kritischen Druck der Substanz angegeben. 
Dann folgen in der 4., 5. und 6. Kolonne die daraus nach den 
van der Waals’schen Formeln berechneten Werte von a, b und d. 
In der siebten Kolonne ist schliefilich angegeben das reziproke 
Molekularvolumen. Die vorletzte Spalte enthält die nach diesen 
Daten mittels (21) berechnete Oberflächenspannung. Um einen 
Vergleich mit dem Experiment müglich zu machen, ist es nütig, 
die beobachteten Werte der Oberflächenspannung auf die Tempe- 
ratur 7 = 0 zu extrapolieren. Das geschah mit Hilfe des Eüôt- 
vôüs’schen Gresetzes. So entstanden die Werte der letzten Spalte. 
Man sieht, daB die Grôfenordnung durch die theoretische Formel 
richtig getroffen worden ist. Daf keine vollständige zahlenmäfige 
Übereinstimmung entsteht, ist eine Erscheinung, welche bekanntlich 
bei allen Anwendungen der van der Waals’schen Gleichung zu- 
tage tritt!. 

Man kann die Bedeutung der Formel für die Oberflächen- 
spannung auch noch durch folgende Überlegungen beleuchten: Nach 
dem Eôtvôüs’schen Gesetz ist 


2 


(22) I 6 = 21(Z-T) 


oder in der Grenze für 2 = 0 


2 


(22) (7 ir. 


Andererseits gilt nach unseren Überlegungen Gleichung (21). Mit 
Hilfe derselben findet man 


MŸ {es 
le mas 


Andererseits ist nach der van der Waals’schen Gleichun: das 
Grenzvolumen, welches die Substanz bei 7° = 0 einnimmt gleich 


b, während b — 4.N (5) 5) ist. Demnach kann für die GrüBe 


1) Es môge z.B. genügen daran zu erinnern, daf nach der van der Waals- 
schen Gleichung 

s - - = = 12,67 

ist, während sich für die normalen Stoffe im Mittel experimentell 

RT; 

Pr dr 


= 3,7 


ergibt. 
D * 
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a (ER) 


Tut man das, so nimmt die Formel für die molekulare Oberflächen- 
energie die Gestalt an: 


Éasst « 
_ 7 1627) NF D 


Andererseits wissen wir, daf 


a 27 27 

se & AT = & NAT, 
unter Einfübrung der Boltzmann'schen Konstante 4 anstelle der 
universellen Gaskonstante R. Benutzen wir diesen Zusammenhang 


mit der kritischen Temperatur, so ergibt sich also 


M\° 135 / 3 \°,,2 

(23) ) Le 5 | 2) NÉET,. 

Tatsächlich folgt also aus der Theorie Proportionalität der mole- 
kularen Oberflächenenergie mit der kritischen Temperatur. Für 
die Eôtvôüs’sche Konstante findet man ein Vielfaches von N°4, 
was offenbar zu erwarten ist und was auch Born und Courant 
fanden bei ihrer Theorie desjenigen Faktors, mit dem im Eôtvôs’- 
schen Gesetz die veränderliche Temperatur behaftet ist. Setzt 
man Zahlenwerte ein, so wird die Konstante, mit k — 1,37.10 *° 
und N = 6,06.10* gleich 0,82. Die Proportionalität mit der 
kritischen Temperatur ist vorhanden, der Zahlenfaktor ist wieder, 
wie nicht anders zu erwarten, von dem experimentellen Faktor 
erheblich verschieden. 

Man kann versuchen sowohl zur Berechnung der Oberflächen- 
spannung, wie auch zur Berechnung der Eôtvüs’schen Konstante 
einen Weg zu beschreiten, welcher nicht so weitgehende Extra- 
polationen erfordert, wie sie im obigen insbesondere zur Berech- 
nung von van der Waals’scher Anziehung und Molekularvolumen 
angewandt worden sind. Was zunächst a betrifft, so kann dieser 
Wert offenbar mit erheblich mehr Sicherheit für den flüssigen 
Zustand berechnet werden, wenn man statt kritischer Grôfen, nur 
Beobachtungen nimmt, welche sich auf den flüssigen Zustand selbst 
beziehen. Nun hat man, um die Masse M einer Flüssigkeit zu 
verdampfen eine Arbeit zu leisten, welche durch die molekulare 
Verdampfungswärme À gemessen wird. Andrerseits ist die po- 
tentielle Energie, welche geleistet werden muf, um die Moleküle 


d substituiert werden 
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der Masse M in so weïten gegenseitigen Abstand zu bringen, daf 
die Kräfte vernachlässigt werden künnen, nach den obigen Über- 
legungen gleich : 

6x Nar° 9 

DGSE 


Bis auf geringe Correktionen (wegen der Leistung äuBerer Arbeit 
und der Differenz der Energie der Molekularbewegung in Gas und 
Flüssigkeit) hat man demnach: 


A 6x N°'.ar° © 
MD Cane M. 
Andererseits ist 
6x N°ar° 
FRRR IQ | 
sodaB sich ergibt 
TR — 12 
Q 


In Tabelle 3 sind für dieselben Substanzen wie oben in der ersten 
Spalte angegeben die chemischen Formeln, in der zweïiten die be- 
obachtete Verdampfungswärme, in der dritten die daraus berech- 
nete van der Waals’sche Aktraktionskonstante und in der vierten 
die nach (21) folgende Oberflächenspannung. Die letzte Spalte 
enthält schlieflich zum Vergleich die beobachteten Werte. 


Tabelle 5. 
A beob. a c ber. 6 beob. 
cal dyne cm“ | dyne cm! | dyne cm! 
C,H,,0 6900 80.102? 45 46 
CH 7800 29.102 56 59 
C, Hu 7700 40.101 43 42 
CS 6800 17102 62 74 


Die Übereinstimmung ist jetzt eine gute. 

Im selben Gedankengange beharrend, kann man versuchen, 
auch für die Eôtvôs’sche Konstante einen besseren Wert zu be- 
rechnen. Bekanntlich ist die praktische Grenzdichte wesentlich 
grôBer als die nach dem van der Waals’schen Gesetz zu berech- 
nende, man findet im Mittel für das Verhältnis dieser beiden 
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GrôBen den Wert 1,82). Rechnet man also mit der wirklichen 
Dichte, so bedingt das in der Eôtvôs’schen Konstante einen zu- 


sätzlichen Faktor im Werte 1,895. ‘Damit wird dieselbe 1,8 statt 
den früher gefundenen Werten 0,82, nähert sich also erheblich 
mehr der experimentellen Zahl 2,1. 


$ 6. 
Schlufbemerkung. 


Betrachtet man das Gesamtbild, so kann man meines Erachtens 
nicht umhin, die Wahrscheinlichkeit unserer Auffassung van der 
Waals’schen Attraktionskräfte und damit ibren elektrischen Ur- 
sprung zuzugeben. Dann aber ist der am Anfang angekündigte 
Zusammenhang zwischen den optischen Konstanten einerseits und 
den van der Waals’sche Konstanten andererseits erreicht und 
man kann nun umgekehrt das grofe Erfahrungsmaterial bezüglich 
der Zustandsgleichung benutzen, um daraus auf die elektrischen 
Hauptträgheitsmomente zu schliefen. Ich bin nicht der Ansicht, 
daf die in Tabelle 1 angegebenen Zahlen für jene GrôBe mehr 
als eine GrôBenordnung derselben darstellen. Das liegt meines 
Erachtens nicht an der Grundlage der Theorie, sondern an der 
Ausführung, die in quantitativem Sinne gleich mangelhaft ist, wie 
die van der Waals’'sche Gleichung mit konstantem a und à. Es 
liegt aber gar kein AnlaB vor, bei der hier gegebenen Übersicht, 
welche für eine erste Orientierung ja genügen mag, stehen zu 
bleiben. Der richtige Weg scheint mir der zu sein, daB man die 
Zustandsgleichung schreibt in der von Kamerlingh-Onnes schlieflich 
bevorzugten Form 


nr 
PO GER 


mit Virialkoeffizienten À, 8, € usw. Tatsächlich haben wir zur 
Berechnung jener Koeffizienten als Temperaturfunktionen eine 
vôllig einwandfreie und strenge Methode, welche auf dem Boltz- 
mann-Maxwell’schen Gesetz basiert und schon in mehreren Ar- 
beiten von Keesom benutzt worden ist. Es kommt nur darauf an, 
die von Keesom eingeführten Kräfte zwischen den Molekülen zu 
vervollständigen durch die hier hauptsächlich betrachteten. Eine 
Arbeïit, welche diesen Gedankengang für die anormalen Dipolgase 


1) Diese Zahl entstand durch Kombination der Angaben über den Zusammen- 
hang der praktischen Werte für kritische Dichte und Grenzdichte mit der theo- 
retischen in J. P. Kuenen, I. c. S. 60 u. 83. 
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durchführt, ist im Gange. Ich erhoffe von derselben unter anderen 
die Môglichkeit einer Berechnung der elektrischen Molekularmo- 
mente und damit die Herstellung des quantitativen Zusammen- 
hanges zwischen den Beobachtungen über die Zustandsgleichangen 
einerseits und den Beobachtungen über die Temperaturabhängigkeit 
der Dielektrizitätskonstanten andererseits ?). 

Daneben wird es nôtig sein, die Oberflächenerscheinungen ins- 
besondere in ïihrer Temperaturabhängigkeit näher zu verfolgen. 
Auch dürfte es nunmehr môüglich sein, die merkwürdigen Beein- 
flussungen der Oberflächenspannung durch geringe Mengen fremder 
Zusätze molekulartheoretisch zu deuten. Damit kommen wir in 
das Gebiet der Mischungen, in dem auch, ohne da man die Ober- 
flächenerscheinungen so stark in den Vordergrund rückt, die nach 
der Theorie leicht erhältliche Mischungsformel für die van der 
Waals’sche Attraktionskonstante nützlich sein dürfte. 

Die Hauptsache, welche bei der genauen Theorie zu erreichen 
ist, scheint mir allerdings die Erzielung quantitativ richtiger 
Zahlen für elektrische Momente und elektrische Trägheitsmomente, 
welche man dann bei der Aufstellung und Prüfung detaillierter 
Molekülmodelle zugrunde legen kann. 


Physikalisches Institut, Gôttingen, 29. I. 20. 


Zusatz bei der Korrektur. 


Das Bestreben einen zweiten, unabhängigen Weg zur Be- 
stimmung des mittleren elektrischen Trägheitsmomentes r zu ge- 
winnen, führte mich inzwischen dazu, die Temperaturabhängigkeit 
der inneren Reibung mit in die Betrachtung hineinzuziehen. Die 
einzige Formel, welche jene Abhängigkeit für hôhere Tempera- 
turen befriedigend darstellt, ist die Sutherland’sche. Sie lautet: 

CVT 

(0) 


. 


wenn 7 der Reibungskoeffizient ist und C und @ zwei für das 
Gas charakteristische Konstanten bedeuten. C'ist umgekehrt pro- 
portional dem Quadrate des Moleküldurchmessers und mift im 
wesentlichen die freie Weglänge, wie sie sein würde, wenn 
zwischen den Molekülen keine Kräfte vorhanden wären; © ist 
eine für das Gas charakteristische Temperatur, welche proportional 


1) Rechnungen dieser Art sind inzwischen von Herrn Falkenhagen ausge- 
führt worden und haben meine Erwartung bestätigt. 
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ist der potentiellen Energie zweier Moleküle im Augenblicke der 
Berübrung dividiert durch die Boltzmann’sche Konstante 4. 

Es wäre nun nicht müglich gewesen von jener Sutherland’schen 
Formel den richtigen Gebrauch für unsere Zwecke zu machen, 
wenn nicht die Zahlenkoeffizienten mathematisch einwandfrei be- 
kannt wären, Die zu dieser Bestimmung notwendige Rechnung 
ist aber inzwischen ausgeführt worden in einer unter Leitung von 
Oseen angefertigten Dissertation von Enskog. Diese enthält in 
Bezug auf unsere Frage das folgende Resultat : 

Ist die anziehende Kraft À zwischen zwei Molekülen der vten 
Potenz der reciproken Entfernung proportional, sodaë 

K= + 


Y 


dann ergibt sich für die innere Reibung die Sutherland’sche 
Formel mit 


+ eut UN 
Si More cr 
und 
Tien 
16Vx Nd 


wobei 27 ein Zahlenfaktor ist, welcher noch von der Potenz im 
Kraftgesetz abhängt und für den Enskog eine Tabelle gibt. 

Nach unserem Ansatz ist nun die potentielle Energie zweier 
Moleküle im Abstande r gleich 


LE Le) 2 
—a€ — — 
die Kraft À wird also 
2 
K — 24art 


r° 


Andererseits gibt Enskog für v — 9 an 29 — . Alles in allem 


ergibt sich also unter Einführung der Molekularrefraktion P, an- 
stelle von «: 


LE D NI EN ET à 
7 205 20x Ad‘ 
Bb VMR 
16Vxz Nd 


Aus dem experimentell bestimmten Werte von © folgt also der 
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Moleküldurchmesser d; die Sutherland'sche Temperatur @ liefert 
danach das mittere elektrische Trägheitsmoment tr. In der fol- 
genden Tabelle IV steht in der ersten Kolonne der Namen des 
Gases, in der zweiten folgen die Werte von ®, in der dritten die 
von C, wie sie aus den Beobachtungen folgen. Die vierte Kolonne 
enthält den aus C berechneten Durchmesser d, die fünfte das aus 
@ und C berechnete Trägheitsmoment tr. Zum Vergleich mit dem 
früheren sind eine sechste und eine siebente Kolonne hinzugefügt, 
welche die Werte von d und + enthalten, wie wir sie früher ge- 
funden haben. 


Tabelle IV. 

C d PA ae d z 
© TNT ART 

gr em! sec ! cm gr? cm? sec”1| cm gr? cm? sec”! 

He 75 1,46.1075 1,92.1078 | 4,33.1076 ? | 2,44.1078 2,84.107?6 
A 162 2,04 , 2,88 , LES SE à LP 
V: 188 2,38, 3,20, 150% 3,14 , 145 , 
X 252 2,46 , 3,53 , 20,6 , 3,42 , 150 
EH 82 0,666, 2,40 5,60 , 2,36 , 3,20 , 
N: 115 1,43 , SD, 13,4 , DA 15/5 
0; 137 T0 2,94 , 117, 2,00 LE 
CH, | 226 1,04 3,70 , 24,4 3,54 , DO 


Die Übereinstimmung der auf beiden Wegen gefundenen Werte 
von d und rt ist (mit Ausnahme der Zahlen für He und He) viel 
besser, als ich zu erwarten gewagt hatte. Es entspricht also 


offenbar unser Kraftgesetz und seine Deutung vollständig der 
Wirklichkeit. 


Gôttingen, 17. März 1920. 


Über die Härte plastischer Kôrper. 
Von 


L. Prandtl. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 13. Februar 1920. 


1. Man verdankt Heinrich Hertz eine Theorie der Berührung 
elastischer Kôrper. Hertz selbst leitet aus seiner Theorie ein Maf 
für die Härte ab, indem er dafür diejenige Druckspannung in der 
Mitte der Druckfläche vorschlägt, durch die die Elastizitätsgrenze 
überschritten wird. Wegen der Unmüglichkeït einer sichern Fest- 
stellung dieser Grenzbelastung bei nicht sprôden Kôrpern hat man 
sich jedoch bei den praktischen Härtemessungen der Technik darauf 
geeinigt, bleibende Vertiefungen in das zu untersuchende Material 
einzudrücken und die mittlere Druckspannung in der Druckfläche 
als HärtemaB zu nehmen. Bei der Brinell- Probe wird z. B. eine 
gehärtete Stahlkugel in das Material eingedrückt. Eine Theorie 
des Spannungszustandes bei dieser bleibenden Formänderung ist 
bisher nicht bekannt geworden. Im folgenden soll gezeigt werden, 
daf eine solche Theorie für das entsprechende ebene Problem 
unter gewissen vereinfachenden Voraussetzungen môglich ist. 

Der Begriff des plastischen Kôrpers soll hier weiter gefañt 
werden, als dies nach dem Vorgang von B. de St. Venant und 
M. Lévy!) sonst meist üblich ist. Nach den Ansätzen dieser 
Beiden soll in denjenigen Gebieten des Kôrpers, in denen die 
Elastizitätsgrenze überschritten ist, die grôfite Schubspannung einen 
konstanten Wert C haben, oder, was dasselbe bedeutet, der Unter- 
schied, zwischen der grôfiten und kleinsten Hauptspannung soll 


1) B.de St. Venant, Journal de Math. 16 (1871) S. 308 und 373. M. Lévy, 
ebenda $S. 369, vgl. auch Encykl. IV 31 (v. Kärméän) Nr. 16. 
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konstant — 2C sein. Haar und v. Kärmän !) unterscheiden hierbei 
noch den ,halbplastischen“ und den ,vollplastischen“ Zustand, je 
nach dem die dritte Hauptspannung irgend einen Wert zwischen 
den beiden andern Hauptspannungen hat, oder mit einer von diesen 
beiden übereinstimmt. 

Hier soll eine etwas allgemeinere Bedingung für den plastischen 
Zustand formuliert werden: Dieser Zustand sei dadurch charakte- 
risiert, daf zwischen der kleinsten und der grôften Hauptspan- 
nung eine bestimmte Beziehung erfüllt ist, die wir im folgenden 
der Einfachheit halber als linear annehmen werden, die aber auch 
allgemeinerer Art sein kann. In dieser zuerst von O. Mohr?) in 
etwas anderer äuferer Form aufgestellten Hypothese ist der 
»Spezielle plastische Kürper“ von de Saint-Venant, wie man sieht, 
als Sonderfall mit enthalten. Sie umfaBt aber auch solche häufig 
vorkommenden Füälle, in denen die Grenz-Schubspannurg durch all- 
seitigen Druck erhôht wird. Der Grenzfall, da ohne einen all- 
seitigen Druck diese Grenzschubspannung gleich Null ist, führt 
mit linearem Ansatz auf die übliche Erddrucktheorie. 

Wir nehmen also an, daf überall dort, wo der Unterschied 
der kleinsten und der grôfiten Hauptspannung kleiner ist, als der 
aus der erwähnten Beziehung folgende Wert, elastisches Verhalten 
vorhanden ist, und daf andererseits überall, wo die Elastizitäts- 
grenze überschritten ist, unabhängig von der GrôüfBe der Form- 
änderung unsere Beziehung zwischen den äuBeren Hauptspannungen 
erfüllt wird. Dabei müssen die Hauptachsen des Ellipsoids der 
Debnungsgeschwindigkeiten mit denen des Spannungsellipsoids der 
Richtung nach übereinstimmen und die Vorzeichen der Differenzen 
der einzelnen Hauptdehnungen die gleichen sein wie die der Diffe- 
renzen der entsprechenden Spannungen. 

Wegen der Voraussetzung des ebenen Problems sind die Deh- 
nungen nach der zur Ebene senkrechten Richtung gleich Null, 
woraus sich unmittelbar ergibt, da hier der ,halbplastische* Zu- 
stand vorbanden ist mit der mittleren Hauptspannung senkrecht 
zur Ebene des Problems. 

Da die elastischen Formänderungen für gedrungene Stücke 
aus den üblichen technischen Baustoffen sehr klein sind und die 
plastischen Formänderungen sie in vielen Fällen weit überwiegen, 
kann man sich die Aufgabe für die erste Näherung noch dadurch 


1) Gôüttinger Nachr. 1909 S. 204. 

2) Otto Mohr, Ziviling. 1882, S. 113; Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 1900. 
S. 1524; Ges. Abhandl., Berlin 1906, S. 204 u. f., siehe auch Encykl. IV 31(v.Kärmän) 
Nr 10: 
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vereinfachen, da man die elastischen Formänderungswege über- 
haupt vernachlässigt. Gleichzeitig wird man dann auch das plastische 
Gebiet als unzusammendrückbar behandeln. Die Bewegungen im 
plastischen Gebiet werden dabei auch noch als klein angesehen. 
Man hat daher die Aufgabe zu lôsen, eine solche Abgrenzung des 
plastischen Gebiets gegen den übrigen Kôrper zu finden, daf diese 
Grenze starr bleibt, während zugleich an den übrigen Grenzen 
die jeweils vorgegebenen Bedingungen erfüllt werden. Durch die 
Annahme der starren Begrenzung wird die Aufgabe dabei sehr 
wesentlich erleichtert. 

Nach der Betrachtung von O. Mohr findet in einem Kôürper, 
der unserer Bedingung genügt, ein Gleiten des Materials längs 
zweier Scharen von Flächen statt, die um einen durch den Zustand 
bestimmmten Winkel « gegen die Richtung der grôfiten Druck- 
spannung (kleinster Zugspannung) geneigt sind, und die die Richtung 
der mittleren Hauptspannung in sich enthalten. Im Falle der li- 
nearen Beziehung ist der Winkel « eine Materialkonstante. Eine 
einfache Überlegung lebrt, da unsere starre Grenze eine Gleit- 
fläche sein muf. 

2. Es sei nun ein Gleitvorgang gesucht, bei dem durch Druck 
von aufen ein Gebiet AB der ebenen freien Oberfläche (Fig. 1) 
nach innen gedrängt wird. Die Nachbargebiete links und rechts 
davon werden dann entsprechend aus der Oberfläche hervorquellen. 
Die nähere Untersuchung zeigt, daf diese Lôsung durch die in 
Fig. 1 dargestellte Gebietseinteilung gefunden ist: In dem Dreieck 


G 

; AI NY PPLIP 

Comme Ne 
RARES 
Cove» 


ERA. GA | 


“und 
fl 


Figur 1. 


AB — belastetes Gebiet, FDCEG Grenze des plastischen Gebiets gegen das 

elastische; in der linken Hälfte des plastischen Gebiets sind die Spannungs- 

trajektorien, in der rechten Hälfte die ,Stromlinien“ der plastischen Verschiebung 
angegeben. 


ABC herrscht gleichfôrmiger Spannungszustand, senkrecht der 
gegebene grofe Druck, wagerecht ein etwas geringerer Gegen- 
druck. Gleichfôrmiger Spannungszustand herrscht auch in den 
Dreiecken ADF und BEG. Hier ist der senkrechte Druck gleich 
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Nall, der wagerechte, wie leicht ersichtlich, gleich der gewôhn- 
lichen Druckfestigkeit. Zwischen den ersteren und den beiden 
letzteren Dreiecken liegen die sektorartigen Stücke ACD und BCE. 
Wenn der Nachweiïs gelingt, da ein Zustand, in dem auf jeden 
von À bezw. B ausstrahlenden Radius ein homogener Spannungs- 
zustand herrscht, zu einem mit der Bedingung des plastischen Zu- 
standes verträglichen Gleichgewicht führt, dann lassen sich die 
»Sektoren‘ ACD und BCE mit stetigem Übergang der Span- 
nungen an die Dreiecke anschliefen und dadurch die Bedingungen 
der Aufgabe vollständig erfüllen. Die nachfolgenden Rechnungen 
werden diesen Nachweiïs erbringen. Zugleich ergibt sich, daf in den 
beiden Sektoren die Radien Gleitlinien sind, woraus unmittelbar 
folgt, da — im Fall der linearen Beziehung — die Kurven CD 
und CÆ, die das andere System von Gleitlinien darstellen, das dàs 
erste unter dem Winkel 2« schneidet, logarithmische Spiralen sind. 
Die Spannung in der Druckfläche wird sich in Übereinstimmung 
mit der Erfahrung als wesentlich grôBer als die Druckfestigkeit 
ergeben. 


8. Die Durchführung der Rechnung gestaltet sich folgender- 
mafen: 

Die Beziehung zwischen der grôBten Hauptspannung 6, und 
der kleinsten Hauptspannung (grôBten Druckspannung) 6, mag im 
Fall der Linearität in der Form geschrieben werden 


6, — 6, 
2 


Hierbei stellt die linke Seite die grôfite Schubspannung dar, die 
zum Spannungszustand 6,, 6, gehôrt; diese zeigt sich hier also als 
lineare Funktion des Mittelwerts von 6, und 6. 

Trägt man nach dem Vorschlag von O. Mohr die auf den 
in den verschiedensten Orientierungen gezogenen Schnittflächen 
wirkenden Schubspannungen tr als Ordinaten zu den zugehôürigen 
Normalspannungen 6 als Abszissen auf, so sind alle Spannungs- 
zustände durch Punkte eines Gebietes dargestellt, daf nach aufen 
durch einen Kreis vom Durchmesser 6, —6, mit dem Mittelpunkt 
auf der 6-Achse begrenzt ist. Die Gleichung (1) liefert als En- 
veloppe der Spannungskreise einer Gerade, die den Abstand C vom 
Nallpankt hat und die Achse bei 6 — C/k trifft, vgl. Fig. 2. Im 
allgemeinen Fall einer nichtlinearen Beziehung anstelle von GI. (1) 
ist die Enveloppe eine Kurve. 

Die Schnittflächen, deren Spannangszustände durch Punkte des 
Grenzkreises dargestellt werden, enthalten sämtlich die Richtung 


Le . Gi À Go 
= CRI. (1) 
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der mittleren Hauptspannung in sich. Der Berührpunkt zwischen 
Kreiïs und Enveloppe ist dabei den Gleitflächen zugeordnet (0.Mohr 
a. a. O.). Das Lot aus dem Punkte se 


hiermit den doppelten Gleitflächenwinkel «, da allgemein die Radien 


auf die Enveloppe liefert 


des Spannungskreises den doppelten Winkel mit der 6-Achse ein- 
schlieBfen, wie die entsprechenden Schnittflächen mit der 6,-Achse. 
GemäB Fig. 2 ist im linearen Fall 


k —= sind — cos 2w. (2) 
Die Spannungskomponenten auf der Gleitfläche werden nach Fig. 2: 
; 6,+6, 6, —6 


BIT DS 


= À 0058. (3b) 


? sin, (a) 


6 


Sind nicht die Hauptspannungen 6, und 6, unmittelbar gegeben, 
sondern ein allgemeiner ebener Spannungszustand, so hat man die 
Gleichungen 


6, +6, 6, +6 6, — 6, - La + 
or dou 5 = (Se %)+e (&) 
Aus Gl. (1) wird somit jetzt die Gleichung 
VE) + +2. 2È8 = c (5) 


als Bedingung für den plastischen Zustand erhalten. 
Führt man durch die Beziehungen 
Ci dr Fr 


ST Det 
eine Spannungsfunktion Æ (,Aïrysche Funktion“) ein, so entsteht 
aus G1. (5) eine Differentialgleichung 2. Ordnung, die, da immer 
k < 1 ist, vom hyperbolischen Typus ist. Durch diesen Umstand 
ist die Môglichkeit, die Lüsung aus einzelnen Flicken zusammen- 
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zusetzen, mathematisch begründet. Die Charakteristiken der Diffe- 
rentialgleichung sind unsere Gleitlinien; die einzelnen Flicken sind 
daher immer von Gleitlinien begrenzt. 


4. Für die sektorartigen Gebiete ACD und BCE ist nun ein 
der G1. (5) genügender Spannungszustand zu finden, der auf den 
Grenzradien konstante aber verschiedene Spannung ergibt. Es 
liegt nahe, diese Eigenschaft von allen Radien zu verlangen. Führt 
man zur Feststellung des inneren Gleichgewichtes eine Spannungs- 
funktion F ein, so muB diese in Polarkoordinaten somit die Grestalt 


y? 

F = Tf(y) (6) 
haben. Die Spannungen 6, (radial), 6, (tangential und Tr werden 
hiermit 

(Romeo 


M ice re = "+, 
See Sr or | "0 2, @ 
Moss dl: ne Gant 
GI. (5) liefert also für f die Differentialgleichung : 
VIP +R GT 4 = C ® 
Eine Lôsung von Gl. (8) ist 
Cac. (9) 


wobei 8 der Gleichung 
Bain | L (F |— 
T (5 +1 + x Ten. = 0 (10) 


genügen muf. Ein Wertepaar dieser Gleichung vierten Grades 
ist B — +2; die zugehôürige Lüsung f(p) — C;cos2p+C,sin2y 
stellt einen gewühnlichen homogenen Spannungszustand dàr und 
nicht den hier gesuchten. Nach Division von Gl 10 durch 
Ê+1 ergibt sich das zweite Wertepaar zu 


Bees 


— +9tg0. 11) 
Vi # ( 


Für den Sonderfall 4 — 0 (spezieller plastischer Kôrper) wird 
.B — 0, wodurch GL (9) die unbestimmte Form oo —co annimmt. 
Ein sehr einfacher Grenzübergang ergibt hier die Lôsung 


f —= +20Cp+const. (9 a) 
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Bildet man nun — für den allgemeinen Fall — mittels der Glei- 
chungen (7) die Ausdrücke für 6,, 6, und rt, so lassen sich daraus 
mittels der Beziehungen (4) die Hauptspannangen ermitteln. Es 
wird für das +-Zeichen in G1. (11) 


Es. Lire nier (12) 


PES SET 


 wobei zu beachten ist, daf À immer negativ ist. Für den spe- 
ziellen plastischen Kôürper wird 


G& — C(2p+1)+ const. 


Durch die Übereinstimmung der Werte von 6, und x mit den aus 
(12) und (3a) bezw. 3b) berechneten Werten von 6’ und 7 ergibt 
sich, daf die radialen Flächen des Sektors in der Tat Gleitflächen 
sind. Hiermit ergibt sich sofort aus den in den Dreiecksgebieten 
herrschenden Spannungszuständen (Hauptspannungen senkrecht und 
parallel zur Oberfläche), da8 die Winkel FAD und ACO, und die 
zu ibhnen symmetrischen, Gleitwinkel, also — « sind. Damit folgt 
somit auch, da X CAD und X CBE rechte Winkel sind. 

Setzt man nun an, daf in dem Dreieck ADF, und damit also 
auch auf den Radius AD des Sektors ADC 6, = O0 und hiermit 


gemäs GL (1) 6, = 2 (= gew. Druckfestigkeit) ist, s0 wird 


nach leichter Rechnung für den um F gegen AD verdrehten 


Radius 40: FE 


D) (13a) 
und 
C'[1+K xtgo 
re (ire —1) (13b) 


Diese Spannüungen herrschen aber gleichmäfig in dem ganzen 
Dreieck ABC. Der Ausdruck (13b) gibt also die Druckspannung 
der Oberfläche zwischen À und B an, ist daher das gesuchte 


Härtemaf. 


Fiührt man in (18b) die gewéhnliche Drackfestigkeit = 6 ©, 


ein, so ergibt sich für die ,plastische Härte“ die Formel: 
Tk 
Ne a (+De VF (1-2) (14) 
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Für den speziellen plastischen Kôrper erhält man durch die- 
selben Überlegungen im Anschluf an Gl. (9a) oder auch durch 
Grenzübergang aus Gl. (14): 


Ca = 04 (+5) (14a) 


Ist X von Null verschieden, wie es z. B. bei Gremengen von harten 
Kôrnern mit einem plastischen Bindemittel vorkommt, bei denen 
neben den plastischen Bewegungen des Bindemittels auch die Rei- 
bung der harten Kôrner an einander eine Rolle spielt, so steigt 
das Verhältnis 6;,:64 mit wachsendem # stark an (vgl. die Tabelle 
am Schluf der Arbeit). 


Anmerkungen: 


1) Die vorstehenden Überlegungen lassen sich unmittelbar auch 
auf die Festigkeit einer abgestumpften Schneide vom Keïlwinkel 
ÿ anwenden (anstelle von Fig. 1 ist eine Figur zu setzen, bei der 
der Linienzug FABG an den Stellen À und B geknickt ist, und 
bei dem die Linien FA und BG den Winkel # mit einander bilden). 
Die Schneidenfestigkeit wird, wie unschwer zu erkennen ist, ge- 
wonnen, wenn in Gl. (14) # an die Stelle von x gesetzt wird. 


2) Wirkt der Stempeldruck nicht senkrecht zur Oberfläche 
bezw. bei der abgestumpften Schneide von Anm. 1) nicht in der 
Winkelhalbierencen, sondern irgendwie schräg, so wird das Dreieck 
ABC (Fig. 1) ebenfalls schräg, und zwar so, daB die Winkelhal- 
bierende des Winkels ACB in der Kraftrichtung verbleibt. Dadurch 
würden die beiden Sektoren verschiedene Winkel aufweisen, also 
auch verschiedene Spannungen 6, und 6, für die Linien AC und 
BC ergeben. Das ist wegen des Gleichgewichts in ABC nicht 
môglich, vielmehr ergibt sich, daf nur in dem Sektor mit dem 
kleïineren Winkel und dem anschlieSenden Dreieck der plastische 
Zustand eintritt, auf der andern Seite von ABC dagegen die Ela- 
stizitätsgrenze nicht überschritten wird. Die Formänderung voll- 
zieht sich hier ganz einseitig. 

3) Wenn die Bedingung des plastischen Zustandes nicht die 
Form von G1. (1) hat, sondern die Enveloppe der Figur 2 gekrümmt 
ist, so gelten die Entwicklungen des vorstehenden Absatzes immer 
noch für Sektoren von infinitesimalem Winkel, denn auf jedem 
Radius ist ja der Spannungszustand und daher auch die Grôfe % 
konstant: Man erhält z. B. durch Differenzieren von (12): 


ET ko, —C 
a = 2(6,— Clh)tgo = 2: Mer 


Nun läBt sich aber jederzeit für ein bestimmtes Plastizitätsgesetz 
k als Funktion von 6, darstellen, so da sich der Winkel des 


Sektors, der jetzt = + «y — «a ist (a, Gleitwinkel für die Härte- 


Li 
2 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1920. Heft 1. 6 
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spannung, Ca Gleitwinkel für die Druckfestigkeit) durch eine Qua- 
dratur ergibt. Anstelle von (14) Le also jetzt die Beziehung 


07 VIE 
is ko, — © -d6, — a + 2 (cy — wa). (14b) 


5. Es bleiben noch die Bewegungen des plastischen Kôrpers 
unter der Wirkung des Stempels zu klären. Nimmt man den 
Stempel als starr an, und seine Oberfläche als genügend rauh, um 
Gleitung zu verhindern, dann werden beim Tieferdringen des 
Stempels die einmal mit ihm in Berübrung gelangten Oberflächen- 
teile des plastischen Kôrpers sich parallel und gleichfôrmig nach 
unten weiter bewegen, was zur Folge hat, daf das Gebiet ABC 
in Fig. 1 sich wie ein starrer Kôrper bewegt. Eine infinitesi- 
male Bewegung dieser Art erzeugt, wie eine nähere Betrachtung 
lehrt, in den Sektoren Verschiebungen in der Richtung der Tan- 
gente an die logarithmischen Spiralen, wobei die Verschiebungen 
auf jedem einzelnen Radius konstant und, wegen der Volumbestän- 
digkeit, der Länge des Radius umgekehrt proportional ist. Die 
AufBendreiecke werden dadurch wie starre Kôrper längs der Linien 
DF und Æ£G hinaus geschoben. Die zur Oberfläche lotrechte Kom- 
ponente dv dieser Verschiebung verhält sich wegen der Konti- 
nuität zu der Stempelverschiebung ds umgekehrt wie AF zu OA. 
— te 
Da OA: AC = sine, AD: AF = 1/2cos« und AC: AD = e 2° 


ist (logarithmische Spirale mit dem Neigungswinkel 5 —2e —0, 
vel. Fig. 2), so wird 


TT T 
dv EE de ee. 


FUIT. (15) 


(wegen cos 24 — sind — k, GI. (2)). 

Für endliche Bewegungen ist wohl zu beachten, daf während 
des Weiterdringens des Stempels die Breite AB des gepreften 
Streifens fortwährend zunimmt und somit die Feldergrenzen der 
Figur 1 sich dauernd verschieben. Dabei stellt sich dem Ein- 
dringen das vorher herausgequollene Material entgegen, so daf die 
Breite AB für einen bestimmten Weg s grüfer ausfällt, als sich 
aus der elementaren geometrischen Betrachtung ergeben würde. 
Die Gestalt der durch einen Stempelweg s bei einem Abrundungs- 
radius » des Stempels eintretenden Verlagerung der Oberfläche 
läft sich wie folgt berechnen. 
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Da alle Formänderungswege als klein gegen den Radius r an- 
gesehen werden, und also auch nur kleine Neigungen gegen die 
ursprüngliche Oberfläche vorkommen, künnen die Wirkungen der 
tangentialen Verschiebungen « auf die Oberflächengestalt gegen 
die der Verschiebungen v (senkrecht zur Oberfläche) vernachlässigt 
werden. Es wird daher hier nur v berechnet. Die Gleichung der 
Stempeloberfläche sei y — 2*/2r, woraus sich (vgl. Fig. 3) für die 
Verschiebung der Oberfläche des plastischen Kôrpers innerhalb der 
Strecke AB mit s — Stempelweg ergibt 
(16) Ÿ. = a [Dr —s. 


Figur 3 (Zeïichnung stark überhôht!) 
Wird mit x, die derzeitige Länge der Strecke OA bezeichnet, 


so ist AF — x mit 


Le 
À Es 1+% 2 Vi 
(17) Pro 2 T1 . 
ôs 


Dann ist für æ => (1+1)x,;: v — 0. 
Für &, <zx—<(1+1)x, ist daher unter Berücksichtigung von 
G1 (15) 


(8) o = Ps) = (6-5) 


zu setzen, wobei s’ die Stempelverschiebung ist, bei der die Hebung 


der Stelle x gerade begann, bei der somit die Druckfläche den 


Halbmesser 4 — a hatte. , 
Aus Gl. (16) folgt für die zu x = x, gehôrige Verschiebung 

v, (vgl. Fig. 3) 

(19) SÉvo=rr 2. 

Wir vermuten, daB das Zahlenverhältnis von s und v, unveränder- 

Hch ist und setzen 


(20) SH I2r, 
ebenso 
(21) $ — ux/2r(1+1). 
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Die Gleichungen (19) und (20) und die auf x — x, angewandten 
Gleichungen (18) und (21) reichen nur gerade aus, um nach Fort- 
schaffung von s, s’ und x;/2r eine Bezichung zwischen uw und 4 
allein herzustellen, womit unsere Annahme, die zu Gl. (20) führte, 
bewiesen ist. Es wird | 
; _ A44G+1} 

(22) A ERET DST rs 


und hiermit unter Benützung von (18) und (21): 


s Ca 1 
À  2r, Q+1)ÿ-1 


(23) t= 


für æ, < x <(4+1)x,, wobei gemäB (20) x, — V2rs/u ist. 

Die Verschiebung der freien Oberfläche liefert hier in erster 
Annäherung also ein affines Abbild der Stempelform mit im Ver- 
hältnis (1+1) :1 vergrôBerter Abszisse und im Verhältnis 1:14 ver- 
kleinerter Ordinate. Diese Beziehung scheint für symmetrische 
Stempelprofile mit flacher und mit Ausnahme der Stelle x = 0 
nirgends das Vorzeichen wechselnder Neigung allgemein zu gelten. 

Die hôchste Erhebung am Rand des Eindruckes wird in un- 
serm Beispiel wegen Gl. (19) und (20) 


4 1—u 1+2 
2 D UE) LORIE re 
(24) v; (L u) dy s u È (+1) 


Anmerkung: 


Erfolgt die Stempelbewegung nicht senkrecht, sondern schräg, 
so wird die Erhebung zu beiden Seiten des Stempels ungleich hoch, 
während die Kraft in erster Ordnung ungeändert ihre senkrechte 
Richtung beibehält; erst wenn die Schräge der Verschiebung den 
Gleitwinkel « überschreitet und die Erhebung auf der einen Seite 
vüllig ausbleibt, ergeben sich schräge Kraftrichtungen, vgl. Anm. 2 
zu Nr. 4. 


Tabelle. 
Ô | œ | k | 61/64 | pi | u | 1/8 
o | 450 0 2,571 | 2,000 | 0,6923 0,4445 
100 | 400 | 0,1736 | 3,499 | 3,144 | 0,7698 | 0,2995 
200 | 350 | 0,3420 | 8,194 | 5,059 | 0,8587 | 0,1923 
300 | 30° | 0,5000 | 8,701 | 8,679 | 0,8966 | 01153 
ao | 9250 | 0,6428 | 17,558 | 16,924 | 0,9413 | 0,0624 
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Zusammenfassung. 


Für Stoffe, die bei Überschreitung der Elastizitätsgrenze ein 
plastisches Verhalten aufweisen, das durch eine lineare Beziehung 
zwischen der grôften und kleinsten Hauptspannung gekennzeichnet 
wird, wird der Spannungszustand beim Eindringen eines harten 
Kôrpers im ebenen Problem angegeben, ebenso der zugehôrige 
Formänderungszustand. Einige Erweiterungen werden in Anmer- 
kungen zugefügt. 


Über die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
erdmagnetischer Stôrungen und Pulsationen. 


Auszug aus den Berichten über die erdmagnetische Schnell- und 
Feinregistrierung in Apia, Batavia, Cheltenham und Tsingtau im 
September 1911 und Oktober 1912. 


Von 
G. Angenheïster. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 26. März 1920. 


Die Aufgabe der erdmagnetischen Beobachtungen ist eine zwei- 
fache : Erstens die Ermittelung der geographischen Verteilung des 
erdmagnetischen Feldes durch eine magnetische Vermessung der 
Länder und Meere. Landesvermessungen und besonders die zahl- 
reichen Expeditionen und Seereisen dienen diesem Zwecke. Die 
zweite Aufgabe ist die Verfolgung der zeitlichen Veränderungen 
dieses erdmagnetischen Feldes durch fortlaufeñde photographische 
Registrierungen der erdmagnetischen Elemente, die durch absolute 
Messungen kontrolliert werden. Ein Netz von erdmagnetischen 
Observatorien, verbreitet über die ganze Erde, sucht dies zu er- 
füllen. 

Die erste Aufgabe, die Vermessung, erfuhr in den letzten 15 
Jahren eine auBerordentliche Fôrderung in den zahlreichen Land- 
expeditionen und Seereisen, die durch die Carnegie-Institution zu 
Washington ausgeführt wurden. Der besondere Zweck derselben 
war, für die unvermessenen und nur unsicher erforschten Länder 
und Meere die nôtigen Beobachtungen zu beschaffen. In den 
nächsten Jahren wird diese gründliche Vermessung der gesamten 
Erde vollendet sein. 

Die Verteilung der erdmagnetischen Observatorien, die der 
zweiten Aufgabe, der zeitlichen Verfolgung des erdmagnetischen 
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Feldes, dienen, ist eine sehr inhomogene; dicht gedrängt sind die 
Observatorien in Kulturländern; der übrige Teil der Erde, be- 
sonders die Südhalbkugel, ist arm an erdmagnetischen Observatorien. 

Es ist das nächste Ziel, diese Verteilung homogener zu ge- 
stalten, besonders durch Neugründungen auf der Südhalbkugel. 

Dies ist daher auch in dem Arbeitsprogramm der Carnegie- 
Institution enthalten, die in den letzten Jahren bereits zwei Ob- 
servatorien auf der Südhalbkugel gegründet hat, nämlich Watheroo 
in Süd-West-Australien und Chupaca in Peru. 

Die praktische erdmagnetische Forschung beschafft so die 
Beobachtungsdaten für die geographische Verteilung und zeitliche 
Veränderung des erdmagnetischen Feldes. Das Ziel der theore- 
tischen Forschung ist, auf Grund dieser Beobachtungen die Ver- 
teilung und zeitliche Veränderung des Feldes physikalisch zu er- 
klären. 

Im allgemeinen richtet sich die praktische Forschung bei der 
Anordnung ihrer Beobachtungen nach den Wegen und Zielpunkten, 
die die theoretische Forschung als am besten gangbar und als er- 
strebenswert vorzeichnet. 

Für besondere theoretische Ziele müssen zuweilen besondere 
Beobachtungsmethoden gewählt werden. Schwierig ist es dann oft, 
eine genügende Anzahl geeignet verteilter Observatorien für einen 
solchen besonderen Beobachtungsplan zu gewinnen. Zu grofem 
Dank weif ich mich daher auch dafür verpflichtet, da$ mir das 
Entgegenkommen von drei Observatorien die Arbeit, über die 
hier berichtet wird, ermüglicht hat. 

Die theoretische erdmagnetische Forschung hat uns auf Grund 
des vorliegenden Beobachtungsmaterials gelehrt, dafi das erd- 
magnetische Feld durch die Übereinanderlagerung vier verschiedener 
Felder entsteht, von denen jedes seine besondere geographische 
Anordnung und zeitliche Veränderung besitzt und auch wobhl seine 
besondere physikalische Bedingtheit: das permanente innerhalb der 
Erde gelegene Feld Æ und die drei vorwiegend in der Atmosphäre 
gelegenen Felder, nämlich das tägliche Variationsfeld 7, das Stü- 
rungsfeld 5, das D cell A. In der Verfolgung der zeiït- 
lichen Ânderung des Gesamtfeldes traten uns die Ânderungen der 
vier Partialfelder in den bekannten Erscheinungen des säkularen 
Ganges (Æ), des täglichen Ganges (7) der Stôrung (S) und der 
Nachstôrung (A) entgegen. Mit dem Stôrungsfeld S wollen wir 
uns hier beschäftigen. 

Die Stürungen sind Abweïichungen, oftmals plôtzliche und sehr 
bedeutende, von dem Normalzustand des permanenten und täglichen 
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Feldes. Ihre Häufigkeit zeigt Perioden, die mit der Erdrotation 
(tägliche), der Sonnenrotation (etwa 26/2 tägige) und der Sonnen- 
tätigkeit (etwa 11jährige) sehr gut übereinstimmen. Es kann 
darum kaum ein Zweifel darüber bestehen, da die Stôrungen von 
der Sonnentätigkeit veranlaft werden. Trotzdem dieser Zusammen- 
hang der Stôrungen mit der Sonnentätigkeit bei der Mittelbildung 
über längere Zeiträume recht einwandsfrei hervortritt, so ist es 
doch nicht gelungen, die einzelnen Stôrungen besonderen Vorgängen 
auf der Sonne zuzuordnen: z. B. eine bestimmte Stôrung einem be- 
stimmten Sonnenfleck oder einer Fackel, oder einem bestimmten Sta- 
dium in der Entwicklung derselben, oder einer bestimmten Lage 
derselben gegenüber dem Zentralmeridian der Sonne. Es ist darum 
trotz mancher Versuche auch noch nicht gelungen, die für die 
physikalische Erklärung so wichtige Zeit zu ermitteln, die zwischen 
dem die Stôrung erzeugenden Vorgang auf der Sonne und dem 
hier auf der Erde oft so markanten Beginn einer Stôrung ver- 
geht: d. h. die Fortpflanzungsgeschwindigkeit im intraplanetaren 
Raum. Es ist nun mehrfach versucht worden, mit Hülfe der üb- 
lichen photographischen Registrierungen das Fortschreiten des 
Stôrungsbeginnes über die Erde von einer Beobachtungsstation 
zur anderen zu verfolgen. Es bildeten sich dabei zwei Ansichten 
heraus ; die eine glaubt, daf in etwa 7 Min. sich die Storungen 
rund um die Erde fortpflanzen, bald ost- bald westwärts. Die 
andere glaubt, daf die Geschwindigkeit zu grof sei, um mit den 
üblichen Registrierungen eine Differenz in der Zeit des Eintreffens 
der Stôrung an verschiedenen Observatorien zu ermitteln. 

Eine zuverlässige Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit würde uns der physikalischen Erklärung der Stôrungen er- 
heblich näher bringen!). Auf Veranlassung von L. A. Bauer wurden 
von 32 Observatorien die Zeit der plôtzlichen Anfangsphasen von 
den 15 grôBten Stôrungen der Jahre 1906—09 nach den üblichen 
langsamen Registrierungen im Terr. Magnetism. 1911 verôffentlicht. 

Ich ermittelte aus diesem Material für einen Umlauf um die 
Erde im Mittel etwa 2 min; vielleicht sind auch diese 2 min auf 
die Unsicherheit der Beobachtung zurückzuführen, auf eine zu 
langsame Registriergeschwindigkeit und auf die Schwierigkeit, die- 


1) Siehe C. Chree, Supposed propagation of equatorial magn. disturbances 
Proc. Phys. Soc. London XXII Dec. 15. 1910. L. A. Bauer & Farries, Terr. 
Magn. XV. S.9, 93, 219, 1910. v. Bemmelen, Appendix to Observations at Ba- 
tavia XXIX 1906. Birkeland, Norwegian Aurora Polaris Expedition 1902/3 Vol. I. 
Part LU, 5. 629, 19183. Angenheister I. Teil dieses Berichtes, Nachr. d. Kgl. Ges. 
d. Wiss. Gôttingen 1913. . 
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selbe Anfangsphase an verschiedenen Orten zu identifizieren. Um 
durch besseres Beobachtungsmaterial die Frage zu entscheiden, 
erbat ich die Mitwirkung der Observatorien in Batavia, Cheltenham 
(bei Washington) und Tsingtau zu einer Schnell- und Feinregistrie- 
rung für September 1911 und für Oktober 1912. Die Verarbeitung 
dieses Beobachtungsmaterials ergab jedoch sehr wenig markante 
Storungsanfänge, sodaB die Frage der Fortpflanzung der Stôrungs- 
anfänge hierdurch nicht gefôrdert werden konnte. 

Dagegen enthielten die gemeinsamen Registrierungen eine 
grofe Anzahl gut ausgebildeter Pulsationen. Dies sind sehr regel- 
mäfige sinusfôrmige Schwingungen von etwa 0.2—2 min Periode, 
und einigen Gamma (10° GauB) Amplitude. Der Beginn eines 
solchen Wellenzuges und die Umkehrpunkte sind oft sehr markant 
und daher sehr geeignet zum Studium der Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit dieser Stôrungsart. Für die Genauigkeit der Zeit- 
angaben ist vor allem die Registriergeschwindigkeit maBigebend ; 
aber auch der Gang der Registrieruhr, die Häufigkeit der Zeit- 
marken und die Feinheit und Empfndlichkeit der Registrierung. 
Aus allen zusammen wurde die Genauigkeit der Zeitangabe ge- 
schätzt. 


Registrier- 


strier- Genauigkeit Empfndlichkeit 1912 in 
geschwindigkeit Gamma/mm 
EN RTE PTE ET éd Hor, 1. Vert. I 
mm/min | mm/min sec | sec 
Apia 1.5 | OS EES 0.7 0.7. 0.5 
Batavia 3.8 2 21/2 0.4 04 
. Cheltenham 1 1 80 80 2.4 6.0 5,4. 
Tsingtau | 1 | 1 15 18 0.7 4.0 6.0 


An der Hand der Kurven wurden nun Pulsationen mit scharfen 
Umkehrpunkten und 1—2min Periode auf den Registrierungen der 
4 Observatorien hervorgesucht und die Eintrittszeiten dieser leicht 
identifizierbaren Phasen bestimmt und die Differenz dieser Ein- 
trittszeiten für die verschiedenen Stationspaare berechnet. Eine 
beträchtliche Anzahl gut ausgebildeter Pulsationen wurde benutzt, 
die aus ihnen gewonnenen Differenzen der Ankunftszeiten für 
jedes Stationspaar zu einem Mittelwert vereinigt und der mittlere 
Fehler dieses Mittels berechnet. 

Andererseits wurde aus der geschätzten Genauigkeit der Zeit- 
angabe nach der Fehlertheorie der geschätzte mittlere Fehler 
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einer einzelnen Zeitdifferenz für ein Stationspaar berechnet und 
ferner der mittlere geschätzte Fehler für das Mittel aller für 
dieses Stationspaar ermittelten Zeitdifferenzen. Mit diesem ,ge- 
schätzten“ mittleren Fehler konnte dann der direkt aus den Beob- 
achtungen gewonnene ,beobachtete“ mittlere Fehler verglichen 
werden. 


Mittlerer Fehler 


_. SE des Mitiels 

Fe ES beobachtet | geschätzt 

Ba—Ts 1911 10 — 5.858 + 425 +478 
12 16 — 0.8 8.6 4.6 
1911/12 26 — 2.7 2.6 8.3 
Ba—Ap 1911 7 — 0.8 5.1 8.8 
12 11 + 5.9 2.0 1.8 
1911/12 18 + 3.3 2.2 1.6 
Ts—Ap 1911 9 + 9.4 4.5 6.0 
12 15 + 2.5 3.1 41.8 
1911/12 24 + 5.1 2.6 SA 
Ts—Ch 1911 3 —+ 14.7 12.7 16.8 
12 4 — 25.1 10.4 20.6 
1911/12 4 — 6.6 12.9 15.8 
Ap—Ch 1911 ls) + 18.9 7.4 | 14.4 
12 5 — 18.6 13.4 15.3 
1911/12 10 + 2.6 8.9 | 10.5 


Die ersten 3 Stationspaare geben im Mittel 1911/12 Werte 
die nicht viel grôBer als die beobachteten und geschätzten mittleren 
Fehler sind. 

Die Bedingungsgleichung Ba —Ts — Ba— Ap—(Ts— Ap) ist 
nicht genau erfüllt. Es liegen für eine bestimmte Pulsation nicht 
immer für alle Stationen Beobachtungen vor. Ein Ausgleich nach 
der Methode der kleinsten Quadrate führt zu den wahrschein- 
lichsten Werten 

Ba — Ts = — 2.4s + 2.65 

Ba— Ap— +30 +22 

Ts — Ap= +6.4 +26 
Es ist hiernach sehr wenig wahrscheinlich, daB die beobachteten 
Differenzen reell sind, sondern es ist anzunehmen, daf sie auf 
Beobachtungsfehler beruhen. 

Der endgültige Bericht über diese gemeinsame Arbeit der 
vier Observatorien zu Apia, Batavia, Cheltenham und Tsingtau hat 
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sich durch den Kriegsausbruch bis jetzt verzügert; denn die bisher 
nur aus Mondkulminationen bekannte Länge von Apia konnte von 
mir erst im November 1919 durch Funkensignale nachgeprüft 
werden. Es ergab sich: Apia— 112 27" 6,75 W. 

Die Perioden der benutzten Pulsationen liegen durchweg 
zwischen 90sec und 120sec, doch wurden auch ein paar kleinere 
und grôBere benutzt. Die Periodenlänge ändert sich von Station 
zu Station meistens nicht, zuweilen um einige °/o, nur einmal um 
nahezu 50°}. Die regelmäfige Form der Pulsationen hat mehrfach 
die Vermutung erweckt, daf sie eine Eigenschwingung — irgend 
welcher Art — der Erde als Ganzes oder ihrer Atmosphäre seien 
von der Periode der Pulsation, also in unserem Falle von 90 bis 
120 sec. Die ermittelten Differenzen der Eintrittszeiten an den 
verschiedenen Stationen — falls sie überhaupt reell sind — sind 
viel zu klein, um einen Anhalt für eine Eigenschwingung zu geben, 
die in meridionaler oder in aequatorialer Richtung fortschreitet. 
Die Distanz Batavia—Tsingtau beträgt beinahe !/s des Erdumfanges 
in meridionaler Batavia—Apia beinahe 1/4 in aequatorialer Rich- 
tung. Für eine aequatorial fortschreitende Eigenschwingung von 
100 sec müfte die Differenz der Eintrittszeiten der Umkehrpunkte 
für Ba—Ap == 25sec und Ba—Ts — 12.5sec sein, Beträge, die nach 
unseren Beobachtungen ausgeschlossen erscheinen. 

Das Aussehen der Pulsationen an den verschiedenen Stationen 
zeigte auBerordentliche Ahnlichkeit. So erfolgte selbst bei Sta- 
tionen wie Cheltenham und Tsingtau, die ca. 160° Längendifferenz 
besitzen, das An- und Abschwellen zweier aufeinander folgender 
Serien von Schwingungen in überraschend ähnlicher Weise. Man 
mu darum wohl annehmen, daf Form und Periode eines 
solchen Wellenzuges nur wenig durch die ôrtlichen Verhältnisse 
bedingt wird, wohl aber die Intensität: An der Nachtseite der 
Erde waren die Pulsationen von 1—2min Periodenlänge häufiger 
und stärker als an der Tagseite. In allen klar ausgeprägten 
Fällen begannen die Pulsationen an allen Stationen mit einem 
positiven Anstieg in der Horizontalintensität. Die periodische Be- 
wegung des magnetischen Vektors erfolgte in meridionaler Richtung. 

Gleichzeitig mit dem Anfang einer Serie von Pulsationen be- 
ginnt besonders in mittleren und niederen Breiten sehr oft eine 
grüfere Ausbuchtung der Registrierkurve von ‘/2—1 stündiger 

Dauer. Diese Ausbuchtung ist gewôhnlich einseitig, glatt, der 
_ ersten Hälfte einer sinusfôrmigen Bewegung nicht unähnlich. Die 
Grôüfenordnung der Bewegungen beträgt für 4 etwa 50 für D 
etwa 80 für Z etwa b Gamma. Sie wiederholen sich an aufein- 
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anderfolgenden Tagen oftmals zu nahe gleichen Tagesstunden, be- 
sonders zwischen 8 p. m. und 3.a.m. Vermutlich sind dies für 
mittlere und niedere Breiten die Stôrungseffekte der für hohe 
Breiten so typischen Polarstürungen (polarstorms nach Birkeland). 
Die magnetischen Stôrungsvektoren dieser Ausbuchtungen waren 
bei nahe gleicher Länge zweier Stationen (Batavia und Tsingtau) 
bei der polnäheren grôBer (Tsingtau). Bei zwei Stationen nahe 
gleicher Breite zeigte diejenige die stärkere Bewegung, die dem 
Mitternachtsmeridian näher lag. An der Nachtseite sind die Stô- 
rungsvektoren für alle 4 Stationen (2 nürdlicher, 2 südlicher In- 
klination und Breite) nürdlich gerichtet und zwar umsomehr je 
mehr die Station der Mitternacht nahe ist. An der Tagseite sind 
die Vektoren klein, daher oft in ihrer Richtung unsicher, jedoch 
zweifellos zuweilen nach Süden gerichtet. 

Als Resultate der gemeinsamen Schnell- und Feinregistrierung 
der vier Observatorien: Apia, Batavia, Cheltenham, Tsingtau läft 
sich aussprechen: 

1. Die Differenz der Eintrittszeiten gleicher Phase der Pulsa- 
tionen an den vier Observatorien ist von der gleichen GrüBen- 
ordnung wie der mittlere Beobachtungsfehler der Messungen. Die 
Stationen mit grüBter Registriergeschwindigkeit und hôüchster 
Empfindlichkeit Batavia und Apia (fast 1/4 Erdumfang Abstand) 
ergaben : 

Ba — Ap = + 3.0 sec + 2.2sec 
Die Pulsationen von 1—2min Periode sind daher wohl keine meri- 
dional oder aequatorial fortschreitenden Eigenschwingungen der 
Erde oder Atmosphäre. 

2. Sie sind an der Nachtseite der Erde häufiger und stärker. 
Sie beginnen mit positivem Ansties in der Horizontalintensität. 
Der Stôrungsvektor ist meridional gerichtet. 

3. Die Ausbuchtungen, oft gleichzeitig mit Pulsationen auf- 
tretende Stôrungen, sind für Stationen gleicher Länge an der pol- 
näheren Station stärker, ferner für Stationen gleicher Breite an 
der am stärksten, die dem Mitternachtsmeridian am nächsten liegt. 
Der Stôrungsvektor ist an der Nachtseite stets nôrdlich gerichtet, 
an der Tagseite dagegen zuweilen südlich. 


Sonnentätigkeit, Sonnenstrahlung, Lufttemperatur 
und erdmagnetische Aktivität im Verlauf einer 
Sonnenrotation. 


Vorläufige Mitteilung. 
Von 


G. Angenheister. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 26. März 1920. 


Zusammenhänge zwischen der Sonnentätigkeit einerseits und 
der Sonnenstrahlung, Lufttemperatur und Erdmagnetismus anderer- 
seits sind zweïfellos vorhanden. Es ist jedoch noch nicht zweifels- 
frei festgestellt, wie diese Zusammenhänge physikalisch zu er- 
klären sind, und ob gesteigerter Sonnentätigkeit immer erhôhte 
oder erniedrigte Sonnenstrahlung, Lufttemperatur und erdmagne- 
tische Feldstärke entspricht. Nach Abbot deuten die Solar- 
konstantenmessungen von Mt. Wilson darauf hin, daf in der 
elfjährigen Periode eine gesteigerte Sonnentätigkeit von einer 
gesteigerten Sonnenstrahlung begleitet ist!). Die Lufttemperatur 
der Erde ist zur Zeit gesteigerter Sonnentätigkeit niedriger. Wir 
hätten nach Abbot also zur Zeit erhôühter Sonnentätigkeit und 
Sonnenstrahlung erniedrigte Lufttemperatur auf der Erde. Es 
liefe sich dies vielleicht erklären durch ein zu dieser Zeit er- 
hôühtes Albedo der Erde, durch eine verstärkte Cirrenschicht, die 
die Sonnenstrahlung stärker rückstrahlt. Tatsächlich wurde zur 
Zeit der Maxima der Sonnentätigkeit eine Zunahme der Cirren- 


1) Im Gegensatz hierzu war nach Bigelow im Fleckenmaximum 1917 die 
Solarkonstante nach Messungen in Quiaca und Cordoba um 41/,°/, kleiner als 
im Minimum 1913. 
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häufigkeit beobachtet, und eine quantitative Überlegang an der 
Hand des Stefan Bolzmann'schen. Strahlungsgesetzes zeigte mir, 
daB die hierdurch gesteigerte Rückstrahlung sehr wohl die Ab- 
nahme der effektiven Lufttemperatur der Erde erklären kônnte. 

Um die Frage nach diesem Zusammenhang zwischen Sonnen- 
tätigkeit, Strablung, Lufttemperatur und Erdmagnetismus näher 
zu untersuchen, schien es mir vorteilhaft, statt der elfjährigen 
Periode der Sonnentätigkeit die etwa 26tägige synodische Periode 
der Sonnenrotation zu Grunde zu legen. | 

Besonders günstig für diese Untersuchung erwiesen sich Zeiten 
geringer Sonnentätigkeit, wo der grôüBte Teil der Sonne von 
Flecken und Fackeln frei erschien und die Zentren gesteigerter 
Tätigkeit (Flecken etc.) sich auf relativ geringen Raum der 
Sonnenoberfläche zusammendrängten. Dieser Umstand ermôglichte 
es, mehrere Rotationen hindurch diese Zentren und etwaige Wir- 
kungen derselben zu verfolgen. 


I. Methode der Vergleichung. 


a) MaB der Sonnentätigkeit. 


Als MaB für die Tätigkeit des unteren Niveaus der Sonnen- 
atmosphäre sind die Sonnenfleckenrelativzahlen für einen jeden 
Tag (nach Wolfer, meteorol. Ztschrft.) oder die relativen Areale 
der Flecken (nach Bol. mens. del. Obs. Ebro) geeignet, für das obere 
Niveau die relativen Areale der Floculi für einen jeden Tag nach 
den spektroheliographischen Sonnenaufnahmen im Observatorium 
del Ebro (Bol. mens.) oder in Mt. Wilson. (Diese letzteren wurden 
mir bei meiner Anwesenheit in Mt. Wilson Juli 1913 freundlichst 
zur Verfügung gestellt). Die Fleckenrelativzablen und die Floculi- 
areale sind Summen über die ganze uns zugekehrte Sonnenhälfte. 
Während der Jahre 1911/12 war die heliographische Breite der 
Flecken eine sehr konstante und äuBerst geringe, fast alle be- 
fanden sich innerhalb + 15°. Um die Lage der Floculi gegenüber 
dem Zentralmeridian der Sonne beim Ausbruch magnetischer 
Storungen zu untersuchen, wurden die Durchgangszeiten aller 
Calcium - Floculi von 1911/12 durch den Zentralmeridian mit den 
Stôrungstagen verglichen. 


b) Ma der erdmagnetischen Aktivität. 


Die erdmagnetische Feldstärke kann man ansehen als Resul- 
tante von vier Vektoren: vom Vektor des permanenten innerhalb 
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der Erde gelegenen Feldes E, und den drei Vektoren der vornehmlich 
in der Atmosphäre gelegenen Felder, nämlich 2 dem Vektor des 
täglichen Variationsfeldes, S dem Vektor der Stôrungen, und À dem 
Vektor der Nachstôrungen. Die drei atmosphärischen Felder 
T, S, À sind in ihrer geographischen Anordnung und in ihrer 
physikalischen Bedingtheit untereinander verschieden. Gremeinsam 
ist ihnen, daf ihre Stärke mit der ionisierenden Kraft der Sonnen- 
strahlung schwankt, besonders gilt dies von $S und 4. Diese 
beiden sind darum en Ânderungen der Sonnentätigkeit zu 


verfolgen. Als Ma für S ist die Aktivität (£ Ha vd) nach 
0 


Bidlingmaier oder die internationale Charakterzahl geeignet ; 
beides sind Energiedichten von nahe gleichem zeitlichen Verlauf. 
Als Maf für die Veränderlichkeit von À kônnen besonders für 
Stationen niederer Breite die Tagesmittel der Horizontalintensität 
dienen, in denen der Vektor der täglichen Variation T und zum 
grôfiten Teil auch der Stôrungsvektor S eliminiert ist. Der 
Vektor À verläuft wohl für die ganze Erde ähnlich, jedenfalls 
für Stationen mittlerer und niederer Breite. Für niedere Breiten 
ist die Schwankung von À am stärksten. Bald nach Eintritt 
einer Stôrung steigt À plôtzlich an und verschwindet langsam 
erst nach mehreren Tagen. Die Horizontal-Intensität und üihr 
Tagesmittel bewegen sich umgekehrt, sinken plôtzlich und kehren 
langsam zum Normalwert zurück, der oft erst nach vielen Tagen 
erreicht wird. Als Maf für die erdmagnetische Wirkung der 
Sonnentätigkeit wurde somit gewählt für die erste Hälfte von 
1911 die Aktivität von Wilhelmshaven, (nach den Ergebnissen 
der magnetischen Beobachtungen, Wilhelmshaven 1911, Neue Folge, 
Heft 2), ferner für die anderen Jahre die internationalen Cha- 
rakterzahlen im Mittel aller Stationen der Erde. Zum Vergleich 
des Vektors À wurden die Tagesmittel der Horizontal-Intensität 
in Apia, Samoa, Honolulu und Tuscon, Arizona benutzt. 


c) MaB für die Sonnenstrahlung. 


Von den meteorologischen Elementen kann man wohl am 
ehesten bei der Maximumtemperatur der Luft einen Einfluf der 
Sonnentätigkeit erwarten und zwar um so mehr, je einfacher die 
meteorologischen Verhältnisse des Ortes sind, und je weniger sie 
durch Bewülkung und Regen kompliziert werden. Es wurden 
daher 5 Wüstenstationen aus Âgypten und dem Sudan, ferner 
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5 Stationen (Wüsten oder Grebirgsstationen) aus dem Westen der 
Vereinigten Staaten von Amerika ausgewählt. 

Auch die aktinometrischen Messungen von Heluan in Agypten 
wurden untersucht. 

Das dirkte MaB für die Sonnenstrahlung bilden natürlich die 
Solarkonstanten - Messungen. Es wurden die Messungen der 
2000 m hoch gelegenen Station Mt. Wilson in Südkalifornien 
verwendet. 


Tabelle. 
Bewül- Regen- 
Regen 
Stationen Breite Länge Hôhe a 1 tage 
Jabres- | Jahres- Zabl 
mittel menge é 
A fr 1 k a Meter 
Dakhla Casis 259 N 290 E 130 0.5 0 mm 0 
Wadi Halfa 22 31 128 0.6 0 0 
Atbara 18 Æ © 355 0,6 141 8 
Kartoum 16 33 390 1.5 76 13 
Gallabat 13 30 767 3.7 809 100 
Amerika Fu 
Border 419 N| 1109 W | 6085 
Summit 39 121 7017 
Santa Fé 36 106 7013 
El Paso 92 106 1100 
Tuscon 32 Qu 700 


II. Resultate der Beobachtung. 


Es ist nun zu erwarten, daf die Ursache eventueller Schwan- 
kungen in den verschiedenen hier zu untersuchenden Vorgängen 
der Sonnentätigkeit, des Erdmagnetismus, der Sonnenstrahlung 
und der Lufttemperatur nicht im selben Sonnenniveau ihren Sitz 
haben und sich daher mit verschiedener Rotationsdauer wiederholen ; 
es mufte deshalb zunächst eine angenäherte mittlere Rotations- 
dauer gewählt werden. Nach angestellten Versuchen schienen 26/2 
Tage die geeignetste Zeit zu sein. 

Die oben erwähnten Relativzahlen, Temperaturen etc. wurden 
nun nach 26 oder 27 tägigen Perioden geordnet. Die Temperaturen 
wurden von ihrem jahreszeitlichen, die Horizontal-Intensität von 
ihrem säkularen Gang befreit; dann wurden mehrere aufeinander 
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folgende Rotationen übereinander gelagert und zu einer mittleren 
Periode vereinigt. Doch wurden nicht mehr als 6 Perioden zu- 
sammengefañt, damit eine Ungenauigkeit in der Periodenlänge 
nicht zu grofen Einfluf gewinnen konnte. Auch erhält sich eine 
gegebene Verteilung der aktiven Zentren der Sonnentätigkeit auf 
ibrer Oberfläche kaum länger. Und gerade eine solche Verteilung 
z. B. in eine fleckenreiche und eine fleckenarme Sonnenhälfte ist 
unserer Untersuchung so sehr günstig. Es wurden Zeiten geringer 
Sonnentätigkeit und stark gestôrte untersucht. Besonders ge- 
eignet erwiesen sich beide Halbjahre 1911 und die II. Hälfte 1915 
und 1916. In diesen Jahren zeiste sich eine wohlausgesprochene 
Sonnenrotationsperiode von etwa 26!/: Tagen in den Flecken- und 
Floculiarealen und Relativzahlen, ebenso in den magnetischen 
Charakterzahlen und der Horizontal-Intensität, für 1911 auch in 
den Lufttemperaturen; für 1915 fehlten mir die entsprechenden 
Beobachtungsdaten der Lufttemperatur. Für die afrikanischen 
Stationen sind sie noch nicht verôtffentlicht. Für die amerikanischen 
Stationen waren sie mir zur Zeit nicht zugängig; zum Ersatz 
wurden Maximum-Temperaturen von del Ebro untersucht. Sie 
zeigten jedoch nur eine wenig ausgesprochene Periode. Die Solar- 
konstantenmessungen zeigten 1911 keine deutliche Periode, wobhl 
dagegen 1915 und 1916. Für 1915 hatte Abbot sie schon mit 
Hülfe des Korrelationskoeffizienten festgestellt. 

Die verschiedenen Jahre zeigen nun zwar zweifelsfrei, 
da zu gewissen günstigen Zeiten in Sonnenstrahlung, Luft- 
temperatur und Erdmagnetismus periodische Schwankungen von 
der ungefähren Länge der synodischen Sonnenrotation für die 
Breite des Sonnenäquators vorhanden sind. Sie zeigen aber 
andererseits, daB diese Schwankungen nicht in einer konstanten 
Beziehung zu der Lage der Sonnenflecken und Fackeln auf der 
Sonnenoberfläche stehen, etwa in der Weise, daf die Strahlung 
oder Lufttemperatur oder erdmagnetische Ruhe immer am grüfiten 
ist, wenn uns die an Flecken und Fackeln ärmere Sonnenhälfte 
zugekehrt ist. 


a) Erdmagnetismus. 


Es ergab sich vielmehr, daf im Verlauf einer Rotation 1911 
der fleckenärmeren Sonnenhälfte die grôBere, 1915 die geringere 
erdmagnetische Gestôrtheit entsprach, während 1916 das Maximum 
der erdmagnetischen Gestôrtheit dem Fleckenmaximum um etwa 
ein Viertel Periodenlänge voraneilte. Man kann demnach Flecken 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1920. Heft 1- 7 
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(Fackeln) und magnetische Stôrungen nicht derart einander zu- 
ordnen, da jedesmal beim Passieren eines Fleckens (Fackel) durch 
einen bestimmten Sonnenmeridian eiñe magnetische Stôrung hervor- 
gerufen wird. Es scheint vielmehr, daB die Stürungsquelle auf 
der Sonne, mag sie auch immerhin zunächst von einem Flecken 
ausgehen und gleichzeitig mit ihm entstehen, sich späterhin in 
hühere Schichten der Sonnenatmosphäre verlegt und sich dort 
viele Rotationen hindurch erhält. Infolge der grôBeren Rotations- 
geschwindigkeit dort eilt sie den tiefer liegenden Flecken voraus 
und verschiebt sich so in fleckenarme Gegenden. 1911 waren 
zweïfellos die magnetischen Stôrungen am häufgsten, wenn uns 
die fleckenärmere, oft ganz fleckenfreie Sonnenhälfte zugekehrt 
war. Die Zahl der Durchgänge der Floculi durch den Zentral- 
meridian der Sonne war 1911 und 1912 am kleinsten, wenn die 
Stôrungen am häufigsten waren. 

Die Stôrungsquellen waren damals wohl kaum noch die Flecken 
oder Fackeln. Die Stôrungsquellen auf der Sonne wenigstens im 
Jahre 1911 scheinen danach den bisherigen photographischen und 
spektroheliographischen Aufnahmen zu entgehen. 


b) Sonnenstrahlung. 


Zur Zeit, da uns im Verlauf einer Rotation die fleckenärmere 
Sonnenseite zugekehrt war, zeigte die Solarkonstante 1915 die 
hôüheren (2/0), 1916 die geringeren Werte (1 °), die Periode ist 
jedoch nicht so ausgesprochen wie beim Erdmagnetismus, auch ist 
das vorliegende Material für solche Fragen noch recht lückenhaft. 
Es scheint nach den vorliegenden Beobachtungen, da die ver- 
minderte Strahlung der Fleckenareale nicht für eine Schwankung 
der Solarkonstante verantwortlich ist. Dies ist auch von vorn 
herein nicht zu erwarten, da selbst bei 50 °/o Abnahme der Sonnen- 
strahlung in den Fleckenarealen selbst bei dem grôften Flecken- 
maximum kaum ‘/10 °/o Abnahme der Solarkonstante zu erwarten 
wäre. Die Amplitude der beobachteten 26! tägigen Schwankung 
betrug aber 1—21°/0 Da einmal die an Flecken und Fackeln 
ärmere Sonnenhälfte als die wärmere erscheint, ein andermal als 
die kältere, so kann man die Ursache dieser Schwankungen wohl 
nicht direkt in den Flecken und Fackeln suchen. 


c) Lufttemperatur. 


Eine gute ausgesprochene Periode der Lufttemperatur war 
1911 vorhanden. Das Maximum der Temperatur trat an den 
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afrikanischen Stationen ein, wenn uns die fleckenärmere Sonnen- 
hälfte zugekehrt war, an den amerikanischen einige Tage später. 
Leider zeigte die Solarkonstante 1911 keine genügend deutlich 
ausgesprochene 2612 tägige Periode. 1915 zeigte die Lufttemperatur 
von del Ebro eine weniger gut ausgesprochene 261}tägige Periode 
von etwa 1'/2° C. Amplitude. Das Maximum der Lufttemperatur 
lag einige Tage später als das Minimum der Flecken (wie 1911) 
und das Maximum der Solarkonstanten. Die Amplitude der 
gleichzeitigen Schwankung der Solarkonstanten betrug etwa 2 0/0. 
Nach dem Stefan -Bolzmann'schen Gesetze J = 67% würde dem 
eine Ânderung der effektiven Lufttemperatur der Erde von etwa 
1° C entsprechen. Die Schwankung der Lufttemperatur liefe sich 
also wohl durch die der Strahlung erklären; auch ist die mehr- 
tägige Verzôgerung des Maximums der Temperatur gegenüber 
dem der Strahlung leicht erklärbar. ù 

Die Tabelle gibt die genaueren Zahlenwerte für die Schwan- 
kungen während der 26'/}tägigen Sonnenrotationsperiode. Zum 
Vergleich sind einige Zahlenwerte aus der 11jährigen Periode 
der Sonnentätigkeit beigefügt. 

Als Ergebnis dieser Untersuchung läft sich aussprechen : 
Sonnentätigkeit, Sonnenstrahlung und Erdmagnetismus zeigen 
periodische Schwankungen von 26 bis 27 Tagen Länge, also von 
der Länge der synodischen Rotationszeit der Sonne im Sonnen- 
äquator. Die Phasen der Schwankungen in der Sonnenstrahlung 
und dem Erdmagnetismus stehen jedoch in keiner konstanten Be- 
ziehung zu den Eintrittszeiten der Extremwerte der Sonnentätig- 
keit, gemessen an Flecken und Fackeln. Die Flecken und Fackeln 
auf der Sonnenoberfläche sind daher wohl kaum die unmittelbare 
Ursache der etwa 26'/2 tägigen periodischen Schwankungen in der 
Sonnenstrahlung und dem Erdmagnetismus. 
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Differenzen zwischen den Werten zur Zeit des Fleckenmaximu: 
und Minimums. 


261/,tägige Periode der 1ljährige Periode der Sonner 
. Sonnenrotation tâtigkeit 
A—B A—B A—B C—D C—D C—D 
| 1911 1915 1916 |1893—1901/1906—19131917—1: 
Flecken Relativzahlen n. Wolfer | + 12 | + 100 —+ 85 — 50 + 98 
Flecken Areale in +55455 d. He- 

misph. n. Del Ebro | da Le | 
Floculi Areale in 5455 d. Hemisph, 

n. Del Ebro pl 4 20 an 
Magn. Charact. 07 | 1.0 0.3 + 0.2 | +02 
De Intensität in Gamma, 1075 +18 __ 97 20 | 

No: 
Solarkonstante in gr. cal/em? min 

n. Mt. Wilson, Californien 2 COUPER He | 
Solarkonstante n.Cordoba u. Quiaca, 04: 

Argentinien D 
Max. Temp. in C° NE Afrika | Eat) | — 0.9 | | 
Max. Temp. in C° del Ebro | ? | — 1.5 ? | | | — 0.8 
Max. Temp. in C° Samoa | ? 2 | — 0.8 | — 1.0 | — Ii 


A mittleres Tagesmittel zur Zeit des Fleckenmaximums im Verlauf der Sonnenrotation 


B 1 1 22 » 2) 2) minimums LE » LE] LE] 
C Jahresmittel SPEARS maximums ,, . » lljährigen Periode 
D 3») 39 » ») 21 minimums LE] 22 2) 22 1 | 


? bedeutet, daB die Periode nicht klar ausgesprochen ist. | 
Wenn die Extreme nicht mit denen der Sonnentätigkeit zusammenfallen, so ist das Vorzeich 
fortgelassen. | 
Dic Lücken sind entstanden, weil bisher Beobachtungsmaterial für diese Zeit nicht verôffentli 

oder mir hier nicht zugänglich war. Il 


Die Gravitation als elektrodynamische Erscheinung. 
Vorläufige Mitteilung. 


Von 
E. Wiechert. 


Vorgelegt in der Sitzung am 7. Mai 1920. 


1916 gab ich eine einfache Theorie zur Erklärung der Perihel- 
bewegung des Merkur!). Benutzt man zur Feststellung der Be- 
wegung der Planeten die Lagrangeschen Gleichungen, oder, was 
auf dasselbe hinausläuft, das Hamiltonsche Prinzip: 


(1) DT 0, 


so kann der Ansatz, den ich damals unter mehreren môglich 
scheinenden bevorzugte, in leicht erkennbaren Bezeichnungen so 
dargestellt werden: 


;  , Em, M 

(2) SAONE Va + fin 

Der erste Teil der rechten Seite entspricht der H. A. Lorentz- 
schen Annahme*) von 1904, alle Materie verhalte sich mechanisch 
gerade so wie die Elektronen, die Trägheit dieser aber erkläre 
sich elektrodynamisch und zwar gemäf der Lorentz- Deformation. 
Die hier benutzte, für meine neue Theorie grundlegende Verwendung 
der Lagrangeschen Funktion zur Darstellung des elektrodynami- 
schen Verhaltens der Elektronen ist M. Abraham*), 1902, zu 


k M 
er 


1) E. Wiechert, diese Nachrichten 1916, S. 124—141; Phys. Zeitschr. 
17, 1916, 5. 442—448. 

2) H. A. Lorentz, 1904, Proceedings Acad. Sc. Amsterdam, 6, S. 809—831. 

3) M. Abraham, diese Nachrichten 1902, S.20—41; Ann. d. Phys. 10, 
1903, S. 105—179. 
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danken. — Im zweiten Teil rechts der Gleichung (2) stellt das 
Glied mit # eine Abweichung vom Newtonschen Gesetz dar. Ich 
versuchte 1916, dies Glied durch Annahme scheinbarer negativer 
Massen im Gravitationsfeld zu begründen. Als ich dann später 
mich bemühte, diese Massen als Folgeerscheinung einer Variation 
der Lichtgeschwindigkeit im Gravitationsfeld zu erklären, entstand 
die weiterhin kurz skizzierte Theorie der Gravitation. Eine aus- 
fübhrliche Darstellung wird in den Annalen der Physik verôffent- 
licht werden. — 

Den Lorentzschen Grundsatz, allen materiellen Atomen das- 
selbe mechanische Verhalten zuzuschreiben wie den Klektronen, 
verwerte ich in der besonderen Weïse, daf ich den als Vorbilder 
dienenden Elektronen speziell die Ruheform oberflächlich geladener 
Kugeln gebe. Für ein solches, vielleicht nur in der Vorstellung 
bestehendes Elektron ist dann m,c — 2e*/3a zu setzen. 

Nimmt man nach dem Vorgang von A. Einstein im Gravitations- 
feld eine Ânderung der Lichtgeschwindigkeit von Ort zu Ort an, 
so ergiebt schon der erste Teil der rechten Seite von (2) eine 
Gravitationswirkung. Darum scheint es natürlich, bei der 
Grundlegung der Theorie den zweiten Teil ganz zu 
beseitigen. Es steht dann nichts im Wege, bei den Anwendungen 
wieder eine Zerspaltung passend vorzunehmen. — 

Mit zwei Môglichkeiten ist zu rechnen, die ich als ,relative 
Isotropie“ und ,relative Anisotropie“ des Gravitations- 
feldes unterscheiden will. Die eine, oder die andere Bezeichnung 
soll gelten, je nachdem im Allgemeinen eine Stelle des Gravitations- 
feldes verglichen mit einer anderen isotrop, oder anisotrop erscheint. 
Welcher Fall in der Natur zutrifft, läBt sich nicht ohne weiteres 
voraussagen. Bei relativer Isotropie ist an Stelle von (2) zu setzen: 


(3) L = L, Vi Pr ee 
bei relativer Anisotropie: 

= pi % À 
(4) L= ARLES 


L,, 6, c,, 6, sind als Funktionen von > anzusehen; die Indices > und 
t kennzeichnen für c die radiale and tangentiale Geschwindigkeit, 
für v die bezüglichen Komponenten. Die WurzelgrüBen entsprechen 
in beiden Gleichungen der Annahme der Lorentz-Deformation. — 

Bei weitem am einfachsten gestalten sich die Verhältnisse, 
wenn relative Isotropie angenommen wird. So versuche ich 
denn zunächst die Theorie bei dieser Annahme durch- 
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zuführen. Dann gilt (3), und es wird für das als Vorbild die- 
nende Elektron mit Oberflächenladung : 

Aer 

DT au 

Im allgemeinen mu angenommen werden, da ebenso wie c auch e 
und «a im Gravitationsfeld varïieren. ÆEs soll dabeï für e eine solche 
Definition vorausgesetzt werden, daB e/24 überall die elektrische 
Energie bei Ruhe des Elektrons angibt; e kann dann als ,freie“ 
Elektrizität bezeichnet werden. — Den physikalischen Verhältnissen 
gemä$ sind zwischen c, e, a, L, Exponentialbeziehungen anzunehmen. 
Die Theorie môüglichst allgemein gestaltend, schreibe ich 


(6) ee a e 


€ € 


6) L, = — 


Lo) 
CRE 
oi] S 
à te" 2 

RES] 


dann wird 


a c Y p CUS mn, c\? 

ne sr #0 
p bedeutet den ,Kohäsionsdruck“ oder , Âtherdruck“ und 
stellt den Druck dar, der nôtig ist, um entgegen den auseinander- 
treibenden elektrischen Kräften den Bestand des Elektrons auf- 
recht zu erhalten. Im speziellen Falle der Umgebung eines Zentral- 
kürpers, der hier besonders behandelt wird, sollen unter den über- 
strichenen Werten L,, €, ... diejenigen verstanden werden, welche 
sich in sehr gro$en Fernen, also im ,,ungestôrten“ Feld einstellen. — 

Da erfahrungsgemäf nur mit sehr kleinen Ânderungen der in 
Betracht kommenden Grôfe im Gravitationsfeld zu rechnen ist, 
empfehlt es sich, Reïhenentwicklungen nach 1/r zu benutzen, und 
es genügt, bis zu den Gliedern zweiter Ordnung zu gehen. In 
erster Annäherung muf sich das Newtonsche Gesetz ergeben, daher 
ist bei passender Schreibweise zu setzen: 


EM! 1—-n kM'\ 
® (a)? 


Et Te de 2 er. 
wobei M' mit sehr grofer Annäherung die schwere Masse des 
Zentralkôrpers angibt. n bedeutet eine weitere Konstante der 
Theorie. Nach (8) folgt streng, oder doch in zweiter Annäherung 
geltend : 


@ Jin 


Für das Potential ® des statischen Gravitationsfeldes ergeben (3) 


ail S 
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und (6): 
10 D RENOM 
(10) = 3, (5) + cons : 
Es ist sehr interessant zu beachten, da A. Einstein bei seinem 
ersten Versuch, die Gravitation in die Relativitätstheorie einzu- 
ordnen, zu dem Ansatz (10) mit dem Wert y — 1 gekommen ist. — 
Für das elektromagnetische Feld im freien Ather entsprechen der 
Annahme (6) über e als Feldgleichungen: 
ÿ 

| - ee = vers (c' €), : ee — — vers (c' CE); 
(1) 
div + = 0, div 10) 


c° 


So ist nun eine hôchst einfache Theorie der Gravitation ge- 
wonnen, in welcher die Gravitation als elektrodynamische Er- 
scheinung sich darstellt. Die beobachtbare Gravitation erscheint 
als das Zusammenwirken zweier, wahrscheinlich entgegengesetzter, 
Antriebe. Der Hauptteil ist analog der Kraft, welche in Flüssigkeiten 
mit variabler Dielektrizitätskonstante elektrisch geladene Kürper 
von Orten niederer zu Orten hôherer Dielektrizitätskonstante treibt. 
Der andere Teil entspricht der Kraft, welche in Flüssigkeiten mit 
variablem Druck eingebettete Kôrper von den Orten hôheren Drucks 
zu Orten niederen Drucks zu bewegen sucht. — 

Um den Vergleich der Theorie mit der Erfahrung zu ermüg- 
lichen, ist es nôtig, die in Betracht kommenden Beobachtungen zu 
diskutieren. Das nimmt in meiner ausführlichen Arbeit weiten 
Raum ein; hier müssen einige Bemerkungen genügen. 

1) In Betracht kommt zunächst das Vorrücken des Perihels 
des Merkur. Verwertet man Berechnungen von $S. Newcomb 
und beachtet man, daf$ nach Untersuchungen von E. Anding, 
1905, und H. Seeliger, 1906, zur Erklärung der Knotenbewegung 
der Venus und der Perihelbewegung des Mars angenommen werden 
muf, das empirische Koordinatensystem der Astronomie sei gegen 
das Inertialfeld in eine rückläufige Bewegung von etwa 7”,8 im 
Jahrhundert begriffen, so ergibt sich als wahrscheinlichster Wert 
für das Vorrücken des Perihels des Merkur im Inertialfeld ein 
Betrag von 34” im Jahrhundert. Nach der skizzierten Theorie ist 
das Vorrücken ue Re 

T° à 
(12) Aÿ = q T0) 1504 UERE 


wobei 
(13) q = y(4+n)—-2 
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wird. Für Qq folgt, wenn 4w für den Merkur zu 34” angenommen 
wird, als wahrscheinlichster Wert 4,8; die Werte 4 und b!}2 sind 
nach den Beobachtungen schon erheblich weniger wahrscheinlich; 
der Wert 6, welcher der Einsteinschen Theorie entspricht, scheint 
merklich zu grofi. Sollten unbekannte sonnennahe Massen mit- 
wirken, wie eine von H. Seeliger 1906 entwickelte Theorie an- 
nimmt, so würden für g kleinere.Werte bis herab zu O0 môglich 
scheinen. 

2) Weiter kommt die Lichtablenkung im Gravitationsfeld der 
Sonne in Betracht. Es ist ein Ruhmestitel der Einsteinschen 
Theorie, hier auf einen Zusammenhang mit der Gravitation hin- 
gewiesen zu haben, denn bei der Sonnenfinsternis im Mai vorigen 
Jahres ist es tatsächlich môglich gewesen, eine solche Licht- 


ablenkung zu beobachten. — Nach der skizzierten Theorie wird 
die Lichtablenkung angegeben durch | 

; : KM 
(14) UE 2737 


wobei » der vom Lichtstrahl erreichte kleinste Abstand ist. Diese 
Formel gilt auch für relative Anisotropie; dann ist c in (8) als 
die radiale Lichtgeschwindigkeit aufzufassen: die tangentiale Ge- 
schwindigkeit kommt merkwürdiger Weise nicht zur Geltung. Für 
die Sonne ist, wenn für streifenden Vorübergang h gleich dem 
Sonnenhalbmesser gesetzt wird, in Bogensekunden 


(15) = —y.0",864. 


Die Einsteinsche Theorie ergibt y — 2. Nach den bisherigen Be- 
arbeitungen der Resultate der Beobachtungen kônnte dieser Wert 
zutreffen, doch glaube ich Anzeichén dafür zu sehen, da er viel- 
leicht zu gro ist; wie mir scheint, wäre selbst y — 1 noch müglich. 
3) Endlich ist für den Vergleich der Theorie mit der Er- 
fahrung die Verschiebung der Spektrallinien im Gravitationsfeld 
heranzuziehen. Die skizzierte Theorie ergibt 
a = ie, Are) 
Die Einsteinsche Theorie, die auch hier den Weg gezeigt hat, 
liefert 6 — 1. Nach den Untersuchungen von K. Schwarz- 
schild (1914) und St. John (1917) über die Sonnenstrahlung 
scheint 6 erheblich kleiner als 1. Beide Autoren finden überhaupt 
keine merklichen Anzeichen für eine Gravitationsverschiebung. Es 
scheint mir aber der Wert 6 — 1/3 mit ihren Beobachtungen wohl 
noch verträglich. L. Grebe und A. Bachem glauben aus neueren 


(16) 
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eigenen Untersuchungen auf das Bestehen des vollen Betrages 
schliefen zu kôünnen, den die Einsteinsche Theorie verlangt; ihr 
Beobachtungsmaterial halte ich aber zu einem solchen Schluf nicht 
für ausreichend. Nach E. Freundlich zeigen sich am Fixstern- 
himmel Anzeichen für die Verschiebung. — 

Die einfachste Grestalt, welche der skizzierten Theorie im 
Hinblick auf die Beobachtungen gegeben werden kann, wird ge- 
kennzeichnet durch die Werte y — 1, 9 — 1, # — 3. Man sieht 
sofort, daf die elektromagnetischen Feldgleichungen (11) dann aus- 
gezeichnet einfache Formen annehmen. Dabei wird q = 5, 6 — 0, 
und es ergibt sich mittels (9) für den freien Âther als Feld- 
gleichung der Gravitation: 


(17) A = — div grad © = 0. 


Die Kleinheit der Werte y und 6 künnte Bedenken erregen; da 
môchte ich besonders noch eine Ausführung der Theorie der Auf- 
merksamkeit empfehlen, welche durch die Werte y — 4/3, 9 — 3/4, 
und x — 3/4, oder — 1 gekennzeichnet wird. Setzt man dann 
c = &* und führt die Variable & in die elektromagnetischen Feld- 
gleichungen (11) ein, so gewinnen diese wiederum recht einfache 
Formen. q erhält den Wert 4!/:, oder 4/3, und es wird 6 — 1/8. 
Für die Gravitation im freien Âther ergibt sich die Feldgleichung 


(18) APE ode A ERP 


Der Fall y — 3/2, e — 2/3, n — 1 würde ähnlich einfache 
Verhältnisse ergeben, doch gehôren dazu die bedenklich hohen 
Werte g — 51/2 und 6 — 1/2. 

Bei der Unsicherheit der Beobachtungen stehen wir so vor 
Unsicherheïiten in der Ausgestaltung der Theorie; es fehlt eine 
Strukturtheorie des Âthers, welche einen Leitfaden abgeben künnte. 
Sollten weitere Untersuchungen beweisen, da die Lichtablenkung 
im Gravitationsfeld tatsächlich die Grôfe erreicht, welche die Ein- 
steinsche Theorie voraussagt, da also y — 2 ist, so müfite im 
Hinblick auf die für g gefundenen Werte entweder für » ein 
negativer Wert angenommen werden, oder es müfite geschlossen 
werden, daf im Gravitationsfeld relative Anisotropie herrscht. 
Man hätte dann (4) anzunehmen, (8) und (9) müften auf c, bezogen 


werden, und es wäre c,/C — (c,]C)’ zu setzen, wo die Konstante 7 
die Stärke der Anisotropie bestimmte. Dann ergäbe sich 
(19) q = y(n+2n+2)—2. — 


Eine bedeutungsvolle Aufgabe mufite ich darin sehen, die Be- 
ziehungen der skizzierten Theorie zu der allgemeinen Relativitäts- 
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theorie aufzusuchen. Bei dieser ist ein Vergleich mit der Er- 
fahrung bisher nur für das statische Gravitationsfeld môglich ge- 
wesen. Da zeigt sich nun, daB bei solcher Beschränkung die Re- 
lativitätstheorie als eine weiter ins Einzelne gehende besondere 
Ausführung der skizzierten Theorie angesehen werden kann. Es 
gelten hier die Werte y = 2, nm — 1/2, ç = 1/2, n = 1, q = 6, 
6 — 1, entsprechend relativer Anisotropie. 

Im Mittelpunkt der Einsteinschen allgemeinen Relativitäts- 
theorie steht als entscheidend für alle Mafbeziehungen die Min- 
kowskische Raum-Zeit-Länge. Die Brücke nun zwischen der Re- 
lativitätstheorie und der skizzierten Theorie wird dadurch QUE 
daB man setzen kann 
(20) 4 — aug dé, 

L, 

wenn ds das Raum-Zeit-Längenelement in der gebräuchlichen Be- 
zeichnung angiebt. L erhält die Form (4). — Um die Verbindung 
seiner Theorie mit der Mechanik herzustellen, verwertet A. Ein- 
stein einen Satz, welchen ich als das , Einsteinsche Prinzip 
der kürzesten Raum-Zeit-Länge“ bezeichnen môchte. Da- 
nach bewegt sich ein im Gravitationsfeld freigelassener Kôrper 
gemäf der Minimalgleichung 

(2) 
(21) ù ds 0; 

() 
Beachtet man (20) und (1), so folgt unmittelbar, da das Ein- 
steinsche Prinzip der kürzesten Raum-Zeit-Linie für 
das statische Gravitationsfeld genau gleichwertig 
ist mit dem Hamiltonschen Prinzip. 

Ob der Einsteinsche Wert g — 6 noch mit den Beobachtungen 
in Einklang gebracht werden kann, mag dahingestellt bleiben, 
jedenfalls aber scheint nach den vorliegenden Beobachtungen der 
Wert 6 — 1 zu hoch. Sieht man näher zu, so erkennt man, daf 
dieser Widerspruch mit der Erfahrung eine Folge ist der Annahme 
des Prinzips der kürzesten Raum-Zeit-Linie. Um zu einem Aus- 
gleich zu kommen, müfte man (21) ersetzen durch Ô JÉ Was = "0, 
wobei # eine gewisse von dem Âtherzustand an der betreffenden 
Stelle abhängige Grôfe ist. Eine solche Verallgemeinerung wiürde 
die Relativitätstheorie der skizzierten Theorie annähern. — Fre:i- 


lich ist weiter zu beachten, daB die skizzierte Theorie auch noch 


wesentlich andere Differentialgleichungen für die Âtherbeschaffen- 
heit zuläft, als die Relativitätstheorie. Es hängt dies damit zu- 
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sammen, da8 die Relativitätstheorie in den bisher bekannt ge- 
wordenen Ausführungen die mit V—1 multiplizierte Zeitkoordinate 
als formal genau gleichwertig mit den Raumkoordinaten behandelt. 
Eben dadurch wird A. Einstein in Stand gesetzt, die Bestimmtheit 
seiner Differentialgleichungen zu gewinnen. Ich aber vermag in 
jener Gleichstellung trotz aller mathematischen Vorteile, die sie 
gewäbrt, einen Führer nicht zu erblicken, denn sie entspricht nicht 
den tatsächlichen Unterschieden in dem physikalischen Verhalten 
von Raum und Zeit. Doch kann ich mir vorstellen, daB auch hier 
eine Weiterentwicklung der Relativitätstheorie môglich wäre. 


(In Sonderdrucken ausgegeben am 18. Mai 1920.) 


Über die Gitterpunkte in einem Kreise. 


Von 
Edmund Landau. 


(Dritte Mitteilung.) 1 


Vorgelegt in der Sitzung vom 4. Juni 1920. 


Einleitung. 


Für die asymptotisehe Abschätzung der Anzahl der Gitter- 
punkte in gewissen Bereichen liefern vier wesentlich verschiedene 
Methoden die z. Z. schärfsten Resultate; über die Tragweite der 
drei ersten kann man näheres in Herrn van der Corputs 
Leidener Dissertation ?) nachlesen : 

1) Die geometrische von Voronoï, durch diesen an einem 
Spezialfall (gleichseitige Hyperbel) entwickelt und durch Herrn 
van der Corput auf sehr allgemeine Kurven ausgedehnt. 

2) Die reell-analytische von Pfeiffer, durch diesen unstreng 
an einem Spezialfall (gleichseitige Hyperbel) entwickelt, von mir 
streng gemacht und schliefilich durch Herrn van der Corput 
auf seine allgemeineren Kurven ausgedehnt. Se hôüheren Dimen- 
sionen liegen erst Spezialfälle vor.) 

3) Die komplex-analytische von mir, nur auf solche n-dimen- 
sionalen Bereiche anwendbar, für welche u. a. die dem Problem 
zugehôürige Dirichletsche Reïhe einer Funktionalgleichung vom 
Typus der Riemannschen bei der Zetafunktion genügt. 

4) Die arithmetische von Herrn Piltz, die ich kürzlich®) an 


1) Die ersten beiden Mitteilungen erschienen im Jahrgang 1915 dieser Nach- 
richten, S. 148—160 und 161—171. 
2) Over roosterpunten in het platte vlak (De beteekernis van de methoden van 
Voronoi en Pfeiffer), Noordhoff (Groningen), 1919, 128 S. 
8) Über Dirichlets Teilerproblem [diese Nachrichten, Jahrgang 1920, 
S. 13—32]. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten, Math.-phys. Klasse, 1920. Heft 2, le) 
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dem (Piltzschen) Spezialfall der gleichseitigen Hyperbel ausein- 
andergesetzt und streng gemacht habe, und die Herr van der 
Corput*) auf seine allgemeineren Kurven ausgedehnt hat. 

Keiïne dieser vier ihre Mittel aus den vier Hauptteilen der Mathe- 
matik schôpfenden Methoden konnte bisher diejenigen Identitäten 
(statt Abschätzungen) für die Gitterpunktzahl beweisen, welche 
man in Einzelfällen auf ganz anderen Wegen begründet hatte. 
Die erste und vierte scheinen ihrer Natur nach auch dazu unge- 
eignet. Mit Hilfe der in passender Weise zu ergänzenden zweiten 
(Pfeifferschen) Methode werde ich es heute beim Kreisproblem 
machen. Ich beschränke mich hier auf dies Problem; wo ich 
Hilfssätze allgemeiner formuliere, ist es dadurch motiviert, da 
es den Beweis durchsichtiger macht und nicht verlängert °). 

Es sei U(x) die Anzahl der ganzzahligen Lüsungen von 
u+v — x; also 0, wenn x keine ganze Zahl Z0 oder eine 
nicht in zwei Quadrate zerlegbare natürliche Zahl ist. Ich setze 
für = 0 

[x] 
AG) =AUGUER SEAT, 
n=0 HE x 
A(0) ist also gleich 1, und A(x) ist für x —0 die Anzahl der 
Gitterpunkte der Kreisfläche mit dem Radius Vx um den Null- 
punkt. Der zuerst von Herrn Sierpinski mit der Methode 1) 
bewiesene Satz 


(1) A(x) = xx + O(Ÿx) 
wurde von mir‘) mit 2) und 3) bewiesen, von Herrn van der 
Corput”) mit 4). 

Aber nicht um (1) handelt es sich heute, sondern um die 
Identität 


(2) A(x) = - U(x) = TX + Vz à U(n) 


= n 


J(@xVna) (e>0), 


wo J, die Besselsche Funktion erster Ordnung ist; die linke 


Seite von (2) ist A(x) für nicht ganzes x, lim pre 
ô—0 


4) Zahlentheoretische Abschätzungen mit der Piltzschen Methode [erscheint 
demnächst in der Mathematischen Zeitschrift]. 

5) Naheliegende weitere Verallgemeinerungen der Hilfssätze unterdrücke ich 
demgemäf. 

6) Mein kürzester Beweis, mit 3), steht in meiner Arbeit Über die Gitter- 
punkie in einem Kreise [Mathematische Zeitschrift, Bd. V (1919), S. 319 — 320]. 

7) Vergl. die in Anm. 4 zitierte Arbeit. 
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für ganzes x (also auch für jedes x). (2) wurde zuerst von Herrn 
Hardy”) durch eine sehr scharfsinnige, lange Schlufkette be- 
wiesen, die sich auf neuere Sätze aus der Theorie der Dirichlet- 
schen Reïhen stützt. Die Schwierigkeit lag darin, daf die Reiïhe 
rechts offenbar (wegen der Unstetigkeit der linken Seite) nicht auf 
jeder positiven Strecke gleichmäfig konvergiert; ihr allgemeines 
Glied hat wegen 


2 ne 1 
I = V£ ne E) +0| i) 
UM 
Ge Qi das allgemeine Glied einer 


Fe bessere Majorante als c 
n° 
divergenten Reïhe. Wesentlich kürzer ging die folgende Identität 


zu beweisen”), aus der (2) formal durch gliedweises Differentiieren 
folgt: 


@ [Aou Er+ 
0 


LS TO rer @>0, 


TL n—1 


wo J, die Besselsche Funktion zweiter Ordnung ist; hier ist die 
Reïhe absolut und auf jeder Strecke x, = rx =x,, wo 0 <#%, <x, 
ist, gleichmäBig konvergent, wegen 


(y > 0), 


EUON 


toi < 
| n rer 
Aber auch (3) war bisher mit der Pfeifferschen Methode nicht 
bewiesen worden. 

Ich werde nun auf Grundlage der Pfeiff erschen Methode in 
$ 1 des folgenden die Identität (3), in $ 2 die tiefere Relation (2) 
für nicht ganze x, in $ 3 für ganze «+ beweisen. Die Lektüre des 
£ 1 ist für $$ 2—8 unnôtig. In $$ 2—3 setze ich auch nichts aus 
meinen älteren Arbeiten über die Pfeiffersche Methode voraus, 
welche zum Verständnis des $ 1 nôtig sind. 


ae 


Ich setze für x Z 0 und ganzzahliges a, b 


8) On the expression of a number as the sum of two squares [The quarterly 
Journal of pure and applied Mathematics, Bd. XLVI (1915), 5. 263—283]. 

9) Vergl. z. B. meine in Anm. 6 zitierte Arbeit. DaB (1) aus (3) leicht ab- 
geleitet werden kann, war der Witz bei meinem Beweise von (1). 


S * 
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P(x,a,b) = : P cos 2axu cos 2bhxv du dv; Ê . 
wi <x 
es ist also 
P(a)0, 0 = "#7 
und !) für a +b°=0 
PGA) = Ve x JO Ve +02) 


Ich setze ferner für x = 0 und positiv-ganzes m 
Q(x, m) — >, . P{x, à, b). 
[al = m 


lb] = m 


Dann besteht die zuerst von mir bewiesene Gleichung 
= AG)= 5 0@) = lim QG  (&>0) 
m —= CO 


Das Analogon zu (4) beim Teilerproblem hatte Pfeiffer nicht 
streng bewiesen. Ich bewies (4) (und u. à. jenes Analogon) 1912 1!) 
für nicht ganze, 1915?) für ganze x. 

Wie ich mit Recht auf S. 2197 der 1912er Arbeit hervorhob, 
folgt nun aus (4) nicht ohne weiteres 


x FA 
(5) j, A (y) dy Ch F Q(y,m)dy (x > 0). 
0 M—= Cv 
Die Gleichung (5) ist wegen | 
ï ET UNE = 0) 
EUOLE 
0 . PS J,(2x V(a*+0')x) für a+0 = 01%} 


and der absoluten Konvergenz von 
l 


= J,(2 x V(a+6)x 
e+P 04 + L° V( ) ) 


10) Vergl. z. B. S. 491—492 meiner Arbeit Neue Untersuchungen über die 
Pfeiffer’sche Methode zur Abschützung von Gillerpunktanzahlen [Sitzungsberichte 
der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissen- 
schaftliche Klasse, Bd. CXXIV (1915), Abt. Ia, S. 469—505]. 

11) Die Bedeutung der Pfeiffer’schen Methode für die analytische Zahten- 
theorie [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, 
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXXI (1912), Abt. Ila, S. 2195— 
23321, S. 2804 —2305 und $. 2225—2226. 

12) Vergl. die in Anm. 10 zitierte Arbeit, S. 490 und 486. 
13) Vergl. z. B. S. 494 der in Anm. 10 zitierten Arbeit. 
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gleichbedeutend mit der Identität (3). its habe ich aber 


erkannt, daf die fragliche Vertauschung von mit lim auf 
m —= O9 
vier Arten gerechtfertigt werden kann. ! 

I) Aus dem Hilfssatz 12 meiner 1912er Arbeit folgt, da8 (4) 
gleichmässig in jedem von ganzen Zahlen (auch an den Enden) 
freien Intervall gilt, d. h. daB dort Q(x,m) gleichmäfig gegen 
A(x) strebt; aus Hilfssatz 10 jener Arbeit, daB Q(y,m) bei festem 
x > 0 für 0Z=yZ= x in y und » gleichmäfig beschränkt ist. Hilfs- 
satz 12 lehrt es daB für 0x, <x,, wenn keine ganze Zahl 
dem Intervall x =y= x, Snneherts 


(6) le AG) dy ef lim Q(y,m)dy = lim fev m) dy 


ons LE M = O0 Ÿ y, 


ist. Hilfssatz 10 zeigt nunmebr, da die TRE (AAUZ m) nach y ge- 
nommenen Integrale 1 11 Rare und, falls x nc 
[x] — à 


[x] + à 
ganz ist, [ bei zu 0 abnehmendem Ô gleichmäBig in » gegen 


(El RE 
0 streben, die Richtigkeit von (5). 

II) Auch mit dem Hilfssatz 10, aber ohne meinen tieferen 
Hilfssatz 12 zu benutzen, läft sich (5) aus der Richtigkeit von (4) 
unter Heranziehung des Arzelà-Lebesgueschen Satzes ableiten 
(von dem ich kürzlich #) einen neuen Beweis gegeben habe): ,Es 
sei æ—0, f,(y) (m —=1,2,...) für 0ZyZzx im Riemannschen 
Sinn eigentlich intesrabel und gleichmäfig beschränkt. Es exi- 
stiere für jedes y der Strecke 0=y=x 
(7) Ex fn) = 1G); 

m — 
f(y) sei von 0 bis x im Riemannschen Sinn eïigentlich integrabel. 
Dann ist 
lim M0 dy = ie F Co) dy.* 
m — OO 
Hierin ist einfach 
| A(y)—4U(y) für 0<yZ£x, 
LG = Oum ro = À À 


zu setzen. (120) ist sogar stetig.) 


REINE SAT) 


14) Ein Satz über Riemannsche ANS ale DHEA Zeitschrift, Bd. IL 
(1918), S. 350851]. 


D 
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II) Bei IT) benutzte ich die tiefere Tatsache der 1915er Ar- 
beit, da (4) für alle x 0 gilt. Der ältere Satz der 1912er Ar- 
beit, daf (4) für nicht ganze x — 0 gilt, genügt aber auch, wenn 
man beachtet, daf der Arzelà-Lebesguesche Satz (bekannt- 
lich#)) ohne weiteres auch dann gilt!*), wenn auf (7) in endlich 
vielen Punkten verzichtet wird. 

IV) Andererseits genügt (ohne Benutzung von (4) für ganzes 
x) statt des unter II) genannten Arzelàä-Lebesgueschen Satzes 
auch der Osgoodsche Spezialfall, in dem überdies die f,,(y) und 
f(y) für 0 £ y £ x stetig vorausgesetzt werden. Denn hieraus folgt 
(6), und dann (5) nach I). 


$ 2. 
Es sei x —0 und nicht ganz. Die Behauptung (2), d. h. 


AO LEE Ve mn y, (2x Va +092) 


m = 00 0 < += m Va? +6 


(wo m durch die natürlichen Zahlen läuft) wird wegen !°) 


P(a,b) — cos 2aru cos 2bxv du dv 
Lu x 
ax IUT d=0 =, 
| RE J,(2x V(a*+b')x) für a!+8° —0 
Va + b? 
offenbar bewiesen sein, wenn für 


(8) AUS AE EE a) 


a +b= m 


die Gleichung 
(9) lim Q(m) — A(x) 

m = OO 
nachgewiesen werden kann. Und hierzu reicht es, wie sofort durch 
Wiederholung der alten geometrischen Uberlegungen gezeigt werden 
wird, hin, folgende drei Sätze zu beweïsen, bei denen jedesmal 
P(a,b) durch El cos 2aru cos 2bxvdu dv, erstreckt über das be- 


15) Bei Lebesgue geht der Satz noch viel weiter; er ist ja einer der 
Hauptgipfel der Theorie der Lebesgueschen Integrale. 

16) Um dies einzusehen, braucht man nur genau so zu schlieBen wie oben 
beim Übergang von (6) zu (5). 

17) Vergl. z. B. Cailler, Antwort auf Frage 1953, L’Intermédiaire des 
Mathématiciens, Bd. VIII (1901), S. 71—73. Da x fest ist, braucht die Abhängig- 
keit der Funktion P(a,b) von x nicht in die Bezeichnung aufgenommen zu werden. 
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treffende Gebiet G (statt des Kreises #°+ 0° x), erklärt ist, und 
Q(m) alsdann durch (8). 


Satz I: Für 


(@) 0£u<+, 0<o<+ 
ist 
1 
Q(m) — at 
Satz II: Für 
(&) HEÆuSd; 0er, 
wo 


DSL, =" 0LO, <O;= 1 
ist, ist 
Q(m) — 0. 

Satz III: Für 
(G) DS u L,; nf (ù) Lo SO; 
wo 

0£2,<9,£1, 0<0,<, 

ist, fu) für 3, =uZ=S, von f(9,) = O0, bis f(8,) Fig. 3 
—10, = 0 TD “abnimmé, f'(u) vorhanden ist und eine positive 
untere oder negative obere Schranke hat, ist 


Q(m) — 0. 


In der Tat gelten zunächst (auf Grund von cos 2x(1—6) 
— cos2zxt) die den Sätzen I, II und III entsprechenden, welche 
durch Vertauschung von « mit 1—« oder v mit 1—v entstehen. 
Weil a°+ b° in a, b symmetrisch ist, darf ferner w mit v vertauscht 
werden. Aus I und IT folgt also insbesondere 


> + 


für das Reckteck 


0Z<u<=#, Ds mit 0—0<1, 


D 


fige 


also für das Rechteck 
O<u<9, 0<v<O (Fig. 5) mit 0<9<1, 0<@<I, 


und die durch obige | Vertauschungen entstehenden Recktecke. 
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Ferner folgt aus II und III 
Q(m) A 
für das Gebiet 


(6) #,=uZ®9,, 9,=v=f(u)(Fig.6), 


1= 


; 7 
welches das des Satzes III zu einem gp. 


Fig. 5 Rechteck ergänzt; sowie die durch Fig. 6 
obige Vertauschungen entstehenden 
Gebiete. Und endlich 


: Q(n)—>0 
für das in III mit G bezeichnete Gebiet, wenn die 
Annahme @,<4 durch @,<1 ersetzt wird, und 
die durch obige Vertauschungen entstehenden Ge- 
biete. 
Fig.7 Wegen cos 2x (4+1) — cos 2rt gelten dieselben 
Resultate für die entsprechenden Figuren in jedem 
Gitterquadrat. Der gemeinsame Teil G der Kreisfläche #°+v° = x 
mit irgend einem Gitterquadrat hat, da x nicht ganz ist, eine der 
gezeichneten vier Gestalten (Fig. 8—11)#); die Hilfslinien zeigen, 


ES 


Fig.8 Fig.9 Fig.10 Fig.1l 


daB Q(m) für jenes G bezw. gegen +, 2, 2, 3 strebt. Im ganzen 
ist also lim Q(m) vorhanden und jeder Gitterpunkt im Kreise 
m = CO 

genau viermal mit 1 in Anschlag gebracht, somit (9) nachgewiesen. 
Meine Aufgabe reduziert sich daher darauf, die drei Sätze I, 

IL, III zu beweisen. Im Nachweis von III liegt die ganze Schwie- 

rigkeit;, I wird sich als trivial, Il als fast trivial herausstellen. 
Beweis des Satzes I: 


2 è =: 
P(a, b) = cos 2axudu. f cos 2b7xvdv — (à für a b 0, 
D 0 [0 für a +00. 


Beweis des Satzes IL: Für jedes ganze # = 0 werde 


k 
p,(u) = ZX) cos 2nru 
PA ES n—=—k 
18) Ich zeichne ohne Beschränkung der Allgemeinheit im Quadranten uw = 0 
v< 0: 
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gesetzt. Für nicht ganzes « ist 


sin (2k+1)ru 
AD TUE 


Pr (ue) = 


Nach dem 1 oder 2 Male anzuwendenden zweiten Mittelwertsatz 
ist daher für 0 < 6, <@,<1 


©; Ë ? 
Fi bars Fe sin @k+1)au j | € 
@ | e) | 


sin Tu kE +1" 
wo c nur von @, und @, abhängt. 
Nun ist (für das gegenwärtige und auch jedes andere G) 


(10) 


| [Vm] 
(1) Q(m) — RAT Es BA) 
wo u — [Vm— a] und) 
ER (a) moe b) SE 2axup,(v) du dr (0<a=<[Vm]) 


gesetzt ist. Für unser G ist daher nach (10) 


per f du. f° PE 10) )de = (8, — of” iv 10 )dv — 0. 


Für 1<a<{[Vm] ist nach (10) 


Éer re 
[R(a)| — f “coraaudu. [°° OR E en . TD 
also ist 
[Vm] 7 


|! m| 
Are 


£ E (a) | = 
(a —1 | 
Für 1<£a<[Vm]—1 ist | 

Hole NV 4 — Van — (Vi D — V2 Ym—1  — VITE 
daher ist 


Vr 
2 


[Vm] | 1 1 te 1 1 log m 
ç? a a a(u At net ÿm à a nee of Vin =) 0 


Q(m) — 0. 


19) Die Abhängigkeit des R(a) von m nehme ich nicht in die Bezeich- 
nung auf. 
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Zum Beweise des Satzes IIT brauche ich folgenden 

Hilfssatz 1: Es sei a <B, q{u) für «=u<B definiert und 
zweimal differentiierbar. g"(u) habe èine positive untere Schranke 
oder eine negative obere Schranke — 9. Dann ist 


( 
Î cos g(u) du| = — 
œ Q 


und 


p 
Î sin g(u)du| =. 
“ Ve 


. Beweis: Wegen sing(u) — cos (ve) +) braucht nur die 


erste Behauptung bewiesen zu werden. Ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit sei g’(u) = @ —0 (da sonst nur —g(u) — G(u) an- 
stelle von g(u) zu betrachten ist). Da g’(u) —0 ist, wächst g'(u) 
beständig, verschwindet also hôüchstens einmal. Es ist demnach 


ausreichend, 
8 
il cos g(u) du | = —— 
œ 
unter der weiteren Annahme zu beweisen, da stets g'(u) = 0 oder 
ÆO0 ist. Ersteres allein genügt (sonst setze man uw — —’). 


Also setze ich voraus: 
J14) 20, 29406) 0 = 0. 


1) Ist Ge PRES so ist 
Ve 


6 
[ cos g(u) du 


œ 


1 
œ + — 
LS . Ve MEN A5 
& Ve Ve 


Re ner 


Ve” 
[cos gt au = | 


œ 


so zerlege ich 


1l 
œ + = B 
Ve cos g(u) du + f : cosg(u) du — I +LI.. 
œ + —_— 


e 
Wie eben bewiesen, ist 


1 
MES 
Ve 
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no He d'sin g(u) 

| e 

ergibt sich wegen der unterwegs VE Ungleichung 


HOTTE v)= = g)+ g'® ae Se . 


=0+ e — Ve 


nach dem zweiten Mittelwertsatz 
| Da 
Ve 


FAESS 


Daher ist 
2 3 
pe 
: Ve Vo 
Beweis des Satzes IIL: « — F(v) (O, = v <©,) sei die in- 
verse Funktion zu v = fu) Das Gebiet G läft sich auch so 
schreiben : , 
CRRGNESS ON 0) 
- Ich stütze mich wieder auf die Identität (11), bezogen auf unser G. 
Hier ist 
2 D? 
(13) Æ (a) = f° Sue de | cos 2axu du. 
O, F 


sin Tv | 
(v) 


? 


Hieraus ergibt sich zunächst 


(14) R(0) = f” sin (2[Vm]+1)xv.- F0 dv —.0 


1 


als Fourierkonstante einer stetigen Funktion. 
Für 1<a<{\m] ist nach (13) und dem zweiten Mittelwert- 
satz 


n LE 
R(a) = so E sin (2u+1l)xvdv cos 2axu du (9, =n <= O,). 
sin xO, o F(v) 


Im Falle y = ©, ist R(a) — 0. Im Falle n— 0, 
ist, F(n) = Ë gesetzt, 


sin x@, R(a) 7 
nl 


Ÿ 
= f “cos Zaudu f| sin (2u +1)xv dv 
Ë ‘(u) Fig.12 
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Ten {cos (2u +1) nf” cos 2aru du 


(15) | 
. | cos 2au cos (@u+1)xf(u)) du 
É 


Hierin ist 


dy 1 
(16) [ cos 2anu du | = -——- 
E AT 
und 
#, 
if cos 2amu cos (Qu -K1)xf(u)} du 
ë 
LA 
a?) ” f cos (2aru + (Qu + 1)x f (u)} du 
ë 


#, 
+5 f cos (2axu—(2u+1)xf(u)) du. 
É 


Nach Voraussetzung ist f’(u)=6=0 oder f’(u) = —6 <0; 
nach Hilfssatz 1 ist daher jedes der beiden Integrale rechts in 
(17) absolut 
(18) SR ner 

VEu+Dze — Vro Vert 
Mit Rücksicht auf die für 1 <a <[YVm]—1 giltige Abschätzung 
u+l= Va = V(Vm+a)(Vm— a) > Ÿm V[Vm] — a 
ist nach (15), (16), (17), (18) und (12) 
[Ve] — 1 [Vm]— 1 [Vm] — 1 

à 2W=0 À --y+0 _—. 

Fish a=1 4(u+1) a=1 (u+1) 
1 [Vm]— 1 1 
mo 81 (Yn]-a) 


= 0(1)+O(m— RE s) > 0. 


(19) 


I 
re 
Œ 
S 

| 
s| 
M 


a 
Endlich ist nach (13) 


IR ([Vm)| = Je EL 


Ÿ S 
1 cos 2 [Vm] ru du 
F(v) 


GEO, 1 
20 == on Eee 
EE sin 76, [Vn] x 
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Aus (11), (14), (19) und (20) folgt die Behauptung des Satzes IIT 
Q(m) — 0. 
8.3, 
Um die Hardysche Identität (2) auch für ganzes x zu be- 


weisen, genügt es, noch den einen Satz zu begründen: 
Satz IV: Es sei G das Gebiet 


(G) 0OZuZ9, Au=v=Au+f(u) bezw. Lu+f(u) = vu, 


w0 0<3<1,1Z0, 19 <1, f'(u) für 
OZu=S vorhanden, dauernd = 0 bezw. 
dauernd << 0 und stetig ist, f(0) = 0, 
f'(0) = O0 (also f(u)>0 bezw. < 0 


für O<u=9) ist, und 2e für 


Fig.13 Fig. 14 

O<uZ=8 von beschränkter Variation ist*). Dann ist 
Q (m) — 0. 
In der Tat folgt aus den Füällen 
À = 0 bezw. 4 — 0, daf jeder der vier 
bei quadratischem x auftretenden Git- 
terpunkte (+ \/x, 0) und (0, + Vx) mit 
2-1 — 1 in Anschlag gebracht ist?!) 
bezw. jeder andere Gitterpunkt auf dem 


Rande*) 141 — } mal. Ha 


af, 
Vorbemerkung zum Beweise: Weil se für 0O<u<# von 


Fig. 16 


_ 


à 


beschränkter Variation ist, gilt dies auch von 


D Rene eu) 


u sin Tu sin TU 


20) Letzteres gilt z. B. sicher, wenn f(u) für 0=uÆ<# regulär ist. 

21) Ich zeichne ohne Beschränkung der Allgemeinheit einen der vier gleich- 
berechtigten Punkte. 

22) Ich zeichne ohne Beschränkung der Allgemeinheit im Quadranten u = 0, 
v<0. Die zwei krummen Dreiecke sind durch zwei gerade nach Satz IV zu 
ersetzen, von denen dann eines gespiegelt wird. 
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Beide Funktionen haben natürlich einen Limes, wenn « zu 0 ab- 
nimmt. 

Hilfssätz 2: Unter den in Satz 5 V über f(u) gemachten Voraus- 
setzungen gibl es zwei nur von % und der Funktion f abhängige 
positive Konstanten**) y,,y,, sodaf si der beiden *) Integrale 


"+ 
dt 1 F8 
I — se 4Æ0, rZ0) 
! sin Tu. Eat 
den Ungleichungen genigt 
(21) H}< 7, Viri, 
(22) [11 <?, (+1 LH, falls 4Z0. 


Beweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei gZ= 0, 
r>—>0, da man sonst nur qg durch —Qq, bezw. r durch — 7 zu er- 
setzen braucht. 

1) Für t=0 ist 


(23) [snt|=1 und = j also = \/é|, 
| I Pa 
(24) joost—1] = 2/sin ; ss 5 <2-1./ Lx e vis 


Aus den Voraussetzungen folgt für 0=u=# 


TO 
Dabher ist nach (23) und (24) 


Ÿ 
1.2 Vryu . 
<< NP ER Re Æ à 
LE) du = 2vv f sin Tu va Vr, 


sin Tu 


also (21) bewiesen. 
2) Es sei 9 0. Nach Hilfssatz 1 ist für 0O<a<B<#$ mit 
Rücksicht auf [f”(u)| Z y, 


Pro Me 
(25) “ae cos (qu —rf(u)) du| = =. 2. 


23) Dasselbe ist bei y3, y,, ... gemeint. 
24) Gemeint ist, daB der Zähler des Integranden entweder sin qu sin rf(u) 
oder cos qu(cos rf(u) — 1) lautet. 
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+ [lin (qu +7rf(u)) du 


B cos sin 
[ — sin 2" cos” RON 
fs: 
= f sin (qu —rf(u)) du 


DRE 
Î sin qu du 
œ 
ist also 


p ré sin 
(26) | J qu  rf(u)du 


Durch partielle Integration ergibt sich nun 
— COS sin ÿ 
lisse 17709 
< sin Tu 


Bebaals 


Vrs Vr 


wegen 
= 


Re | n 


de 
PNA 


ÿ 0 
see ce LÉO) pare vP'(u) 5 FU) du 


is 
sin” au COS — sin zu 


sin Tu —sin 


— COS sin 
Fa 120) _T cos mu cos sin PA 
sin x a) cos— Î 


DD UE) 
tam el IL L 


- 
— ee lo) 
d q J sin æu sin 1" sin 


Nach (23) und (24) ist 
ais YO) LV 


sin x Ÿ q 


Für I, gilt im Falle . wegen {siné| =|{|, [cost —1] 
5 


ire Æ |{] 
Ÿ 7 7e 
sf ct eru du = ny Ne. 


Im Falle 9 — a zerlege ich 
r 


“h = fr = L'+1" 


124 . Edmund Landau, 


Dann ist nach der letzten HP UNE 
re 
DETE 
für 1, gilt nach dem Craten ee 25) und (26) 


st 8 Apt A | Vr + 
Je eu ° de +=) — (NT +} 
| | Ve q } Vr q Ÿo q S q 
Für Z, ergibt sich (weil si E für 0 <uZ® von beschränk- 
ter Variation ist) nach dem re Mittelwertsatz und (2b) 
UE Vr 
1l<y,- == 7, —— 
bee nt 
Aus den gefundenen Abschätzungen von L, I, l', 1’, I, folgt (29). 
Beweis des Satzes IV: Es ist 


[Vm] 
Q(n) = POUR 


SO = ZE Pat, v = [Vm-#] 
QE: 
gesetzt ist. Demnach ist 


Au + f(u) 
+ S(b) = f en RAT du f. cos 20 x v dv. 
0 


sin TU 
lu 


Zunächst erkennt man 


+ S(0) = f° sin (2[Vw]+1)æu: çdu—0 


0 


als Fourierkonstante einer stetigen Funktion. 
Für 1<b<|[Vml] ist 


re n 6 sin(2v+1l)xu(sin2bx(lu+f t)=emese 
207 sin Tu 


PR el is En CAR 
7 2bx sin Tu 


1 1d sin (2v+1)æxu cos 2bx Au sin 2bx f(u) 
+ du, 
2bx sin Tu 
25) — COS TU. 


: 1 
Sr nimmt für 0u<1l monoton ab und ist für or <u<Ÿ 
: 


absolut nr als yar. 
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also S(b) die Summe von vier Gliedern der Form 


a 2(v+ + ib}æu, SU 2x f(u) 


Pre JR à Re 
4bx 0 Ë sin Tu ; 
Jedes dieser vier Glieder ist nach Hilfssatz 2 absolut 
1 1 
27 = Min. ( SEE LE Di =) 26 ; 
E7) è Vo” PEi 40 @+I 10) 


wo y von # und b frei ist. 
Ich zerlege nun 
[Vr] 
2, S() — SSO + SOS 50) 


wo É 
LÉ — \m in 
— — (YEN V 1 Du: 
re LEE PEER 
—_— — Vm<b=E + \m na 
Vi+r 1 FRE Ÿ : 
+ nos Va in >, 


ist. D, tritt nur im Falle 40 auf, und 5, läuft im Falle 

À — 0 nur bis b<\/m. Jedenfalls sind für hinreichend grofe » : 

die dreï bezw. (im Falle 1 — 0) zwei Summationsstrecken vorhanden. 
Zunächst ist nach (27) 


DB) = 0) = = 00 


1) Es sei 2 — 0. In 5, ist, wegen Vm—b=Vm, 


v+ > Vu Vin Wine Len ml 


N| = 
$ 
<S 
à | 


Daker ist nach se 


les LPS 1. {Vel 


ÿm Um b— 1 \b 
[y] 
ae ce CNE o(p)+0() 0 
Q(m) — 0. 


: 1 ; 
26) Für + — 10 —ONISE UT gemeint. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1920. Heft 2. 9 
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2) Es sei 10. In », ist 
$ 


TT —1+=-10 = 
v+S \/n-( 7) pes) +35 Tir 2 


1) für m>m,, 


ee (Te 1)- = > re 


1m 


L 


1b 


wo m, (desgl. nachher »,) von bd unabhängig ist. Daher ist nach (27) 


260 = 03 +0 
Vire (er) 
11534 1 1 
D ER R >> a - 
Vm Vo Vm Vn Ve. >Vm  Vm 
== re 2 VIH ie ire Vi+4 
1 
+03; = 5 
FE 
V1+4 
Dee 1 [Vel : [Vm] 1 
0 O2 0 
CE Ÿ }+ _- nel s)+ n = [mn] * Si 
In Y, ist 
Ë m 1 1 Vm 1 
db remit Ver = 
ns RL ee PR Late 
— al er) > 9 le a für m—>m,. 
Daher ist nach (27) 
LÉO =D es 
er (C-yes) 
1  [Vrl [Vm] 1 
— 0 VS a 0 a ne LU) 
( ee n=|[ÿm] * 


Q(m) — 0. 
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-. Anhang. 


Für das Problem meiner gegenwärtigen Abhandlung war die 
Frage unerheblich, ob für ein einzelnes im Sinne 
des Satzes IV mit 40 an einer Ecke getroffene 
Gitterquadrat lim Q(m) für das schraffierte Drei- 


Mm —= CO 
eck (Fig. 19) existiert; oder, was nach Satz IV das- 
selbe ist, ob für das geradlinige Dreieck (Fig. 20) 


(6) DRE AE TE TU, 


wo 0<9<1,1—0,19<1 ist, lim Q(m) exi- 
m —= OO 


stiert. Diese Frage ist aber an sich von Interesse, 
und ich werde sie durch den Satz beantworten: ill 
Satz V: Für obiges Dreieck ist Fig. 20 


1 
Q (mn) — 5 arctg 2. 


Vorbemerkung: Es genügt, wenn das offenbar konvergente 
Integral 


PENSE 1+x Le 
J Pete) 


gesetzt wird, 


28) Om) x 1() 
zu beweisen. Denn die Wertbestimmung 
(29) DO) arcte 


ergibt sich, wie Herr Hardy mir freundlichst mitgeteilt hat, 


folgendermahen : 
: x +4 
Es bezeichne F(x) = log ag 
Halbebene S(x) = 0, exkl. der beiden Punkte x = +1, regulär 
und für x = À reell ist. Dann ist erstens 


denjenigen Zweig, der in der 


SF(i) = —2arctg 4, 
zweitens bei wachsendem {x| 
' 
(80 F(x) — o(): 
Es werde nun der Cauchysche Satz beim Integranden es F(x) 


auf folgenden Weg angewendet: Strecke — © =xÆo und Halb- 


kreis H über ihr als Durchmesser (in der oberen Halbebene); & sei 
*k 


p2 


(82) 


5108 
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hierbei = Max.(1,4). Die beiden logarithmischen Singularitäten 

auf dem Rande stôren nicht; das Restduum i im Pol æ—=iist } Fi). 

Wird der reelle Teil genommen, 0 erhält man + 
o x +2 

f Le log | ; auf LE Fo de = Hi F() 


ne 4 | X— 


L: 


| 

| 

| | — 2x arctg À. 

Für © —> 00 ist it f —> 0 wegen (30); ferner ist 


“L En prnes 
ie 7 log) PTT dr = 21(), 


also (29) He 
Aus (29) folgt 


(81). 14)+1(5) : El 


Nach (29) ist Z(1) — —, und (28) ist für À — 1 


trivial, da Q(m) _ Symmetrie- 
gründen gegen 4 strebt. Ferner 
lehrt (31) durch Betrachtung der Kom- 
Fig.21 plementwinkel, daf Satz V nur für 
21 bewiesen zu werden braucht, 
indem die Behauptung im Falle 0<1<1 hieraus 
unmittelbar folgt. 
Um den Beweis nicht unterbrechen zu müssen, sei ein Hilfs- 
satz vorausgeschickt. 
Hilfssatz 3: Es seien À und # feste Zahlen der Art, daf 


1=10<9— cr weiter a und m ganz, 1 <a<Vm. Es werde 


Fig. 22 


gesetet 
—; 2 2 
= [Vm— a], me #fu+1+) Us — a(2u+1- 7), 
nb 2 
Ve ot 


Dann ist bei wachsendem m gleichmäfig in a 


19 
cos Ÿ — COS 0) 
1 = à Dre — COS U, dv 
0 


sin Tv 
O(log m), 
Î ANm—a +a 1 à es 
10g —— +0(———) für ja—nVm|=1?). 
de Une de al la—nVm| ai ) 


27) Es sei gleich beachtet, daf wegen a + 7 Vm hier sicher 1 Vm — a?— a+ 0 ist. 
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Beweis: 1) Wenn x,,x,,x, positive, nur von À und # ab- 
hängige Konstanten bezeichnen, ist ; 


lu, <a, € 2 (9 Vo + Vi + hs = 4, Vm; 
für v Z0 ist daher 
les = 8 el cos ue — 1 + eos ge 1] & 04 ui 
£ 2%, Vmv. 
Non Palo ose 
| — 2m 
1 


[11 < 2», Vm 2" = de < GE 
0 


sin Tv Ve 


Im Falle 29 _- zèrlege ich 


2 ! , 
Re 
1=/f + f = 1, +, 
0 1 


2m 
Nach der obigen Rechnung ist 
A CE ee 
FA Te 


andererseits ist 


as 19 9 19 Jo 7 SAR 
| IE [ na EH J ET DSP x,10g249m — O(log m), 
2m 2m 
also 
LT 1; O(logm), 


und (32) ist bewiesen. 
2) Es sei la—nVm|Z=1. Für mm, ist 


 Vn= ed Ve FRE + +1 


für 1<a<nVm—1, mm, ist also 


pi—a>(\m= m=&—1)1— a = (Vm— ‘us Lu ne 


2x 
Due int 0. (a Vm — 
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AT { “À te 

34 "and —"—= O(———) 

ee re la nVm| 


gleichmäRig in a, wie alle derartigen Abschätzungen. 
Für mm, ist 
Va — (7 Vm + 1h = mm — 2 n Vm—1< Ve mnt _ 


— yyel, 
mad 


für yVm+1<a<\Vm, mm, ist also 
a (e+size- (nds he (\n- ve 2 
oi > a—nVm, 
u>— um = Ea-fu+s))> FA (a y Vm). 


(84) gilt also für la—nVm|Z=1. 
Nun ist 


FN. Ti 
x v 


1 1 


SNxv Tv 


19 
+ f (cos w, v — cos u,v) 
0 


Nach dem zweiten Mittelwertsatz und (34) ist 


1 0(———) 
la—mVm | 
Andererseits ist 


19 su 19 2e 
5e = f cos uv ml COS ue, 0. cl; 


do ER 


Ÿ v 


= [7 Pere fn Le Vase dé 
=fre cost ee s o[_- 1 )- ie 
18 ul 18lu] À la—nYm|} Ji - 


Ÿ [ul 


Hierin ist 


fe dt ms li dt si [Vm — a?] +& + 1 dt 
Rs. 7 dE 
18 [u| | SALES) 
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CE 
la—nVm|? 


denn der Weg wurde oben und unten um hôüchstens 4 verschoben, 
und die entstehende untere Grenze ist 


ee 2 YÉE TE 2 
Vin > mn — = (a Vin — a) für a =yVYm—1, 
= Vm=e > TL Vm = (an Ve) für a Zn Vm+1, 


Dabher ist 


I = — Lie PNRREPEr C : —) 
x [A Vm— a — a| la — nVm | 
und (33) ist bewiesen. 


Beweis des Satzes V: 4 durfte — 1 sein. Es gilt (11), wo 
für 0<a<[Vm] hier 


Ÿ 1u 
E (a) = f cos 2aaudu f Pa (0) dv 
0 0 


19 :: ÿ 
£ f. sn pl) a [ cos 2axu du 
; sin x 0 < 


20 = frno(e- 5) 


== o [ ad f sin (2[Vm]+1)xv. — dv —. 
0 nm 0 


sin Tv 2 
Für 1<a<[Vm] ist 


sin2arxÿ ff? sin(2u+1l)rv 
| AE ee) sin xv 


1 19 sin (Qu+1)av.sin2 = xv 
TT 0 sin xv 
— E,(a) + À, (a). 

Es ist gleichmäfig in a 


sin2ax9 /1 LA 4 sin2arŸ 1 
A0 2ax (+0) = Aarx ile sn 


dv 
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Wegen (12) ist also 
ns lys Ps sie oi 2 
re 3 4Aax En Fr. 4° 
.: Ferner ist p ga ; ! i) 
19 7 ni > JRNE 
4x R,(a) = = f de Pace 2 4 bg 4 
a Jo sin xv 


wo u, und w, die Bedeutung aus Hilfssatz 3 haben. Von diesem 
verwende ich (32) bei den Gliedern a — [nVm] und [7 Vm]+1, 
(83) bei allen übrigen. Dies gibt 


LV] [Vm] 
4x S R() = o( 82") + 0 SES 
77 a=1ala—n\m| 
EL, [n Vm]—1 1 Lio AVm— a+ a en [Vm] Lo a + À \m— 
7 a} F4 À Vm — a° = F4, EF nfege a—1Vm— a 
wo >’ bedeutet, daB die zwei Glieder a — [nVm] und |» Vi] —- 1 


fehlen. 
Hierin ist zunächst, É Vm] = « gesetzt, 


En Vo] — 1 af re 1 0 S trait 
a=1 ala—nVm| a 10@w—a) 1<ak3w a w 
2 
= o(fE*) _ o(E")— 0 | 
Um 
und 
[rm] [Vm] | 
a = [n Vm] +2 ala—»Vm| Um n=17 
also 
[y] 1 
> (0. 
a=1 ala—nVm| 
Es wächst nun die Funktion 
= TUE == 0, 
p(y) — Vo 
L A für O<y<n 
1V1-Y—7y 


auf der Strecke 0Z=y—<" mit wachsendem y bestindig ins Un: 
endliche, da für 0<y<1n 
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p(y) — 


AVI 


ist. Daher strebt 


= f-5 


En Vi] —1 
n S il 


a 


a—= 1 


gegen das offenbar konvergente te 


ñ n 
T p(y) dy IE log 
“0 0 


AV1— y — 
Andererseits wächst 
1; 


v(y) = | 


| 
er 
bei fallendem y beständig ins Unendliche, da dort 


0 = er + 


AVI = 

REA Eéret le 
y 

CAVE 
y 


UE none | + 


1 


ist. Daher strebt 


[Vm] 
Vm 
[nVm]+1 
Vm 
[Vm] 
Vm 
[nVm]+ 2 
Vin 


Y (y) dy 


ÿ° 
EE Re 3 
3 (AVI) 


1 


v (y) dy +- 
" 


+) 


[n Vi] 


p(y) dy 
Vm 
En Vm] —1 


pe 


p(y) dy 


11 ES y 
5e 


et) 


4 GVI= voie 


By ti) 


[Um] 
Um 


(ie) 
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gegen L 
1 | ji t 3 INT EP 
vi Ÿ (y) dy = 2 AS lei np 


1 1 y y—AV1- y 
Somit ergibt sich. 


[y] 11, AM y" +y 
AS OR 0 A log 
ès +(0) o *  lWVIi-y p-yl 
: 1 dy 
Ich setze = —— : dann ist 7 = x, auferdem — 
y VE Vi , auSerdem re 
Pr it 
M also 
i: æ 1+zx 
EE 
4x 2 E, (a) — e ri )es pese dx 
À + : 

Le 1 1+x à y —dy 
= log dx = f log = 
Î æ(1+x) © |[4—x| oo (14) l_1] y 

y y recul 
+ y : : 
À 1 x 
_—— TH lETI ay = 1(;) — 2 — 14) 
fa | 
wegen (31). 
Daher ist 
Er tan 1() 
2, (D &: + . (1), 
D'RCLEU SSP 1 
COErSU dual 14 = 2 10) 


wie in (28) behauptet. 


Über Gitterpunkte in ebenen Bereichen. 


on 
E. Landau und J. G. van der Corput in Gôttingen. 


Vorgelegt von E. Landau in der Sitzung vom 4. Juni 1920. 


Einleitung. 


1. Abschätzungen von Gitterpunkten') in ebenen Bereichen, 
welche über die trivialen Ergebnisse hinausgehen, waren bis vor 
kurzem nur in wenigen Fällen gelungen. Sowohl mit Hilfe der 
Methode, welche Voronoï?) vordem beim Teilerproblem (also bei 
der gleichseitigen Hyperbel) angewendet hatte, als auch mit Hilfe 
der Methode, welche ihrem Grundgedanken nach von Pfeifferÿ) 
herrührt (aber erst von Landau‘) streng begründet worden ist), 
gelang es jedoch van der Corput‘) in seiner Leidener Disser- 
tation, einen allgemeinen Satz (Satz 3 der gegenwärtigen Arbeit) 
über Gitterpunktabschätzungen abzuleiten. Dieser Satz ist (wie 


1) Gitterpunkte sind Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. 

2) G. Voronoï, Sur un problème du calcul des fonctions asymptotiques 
[Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. CXXVI (1903), S. 241—282],. 

8) E. Pfeiffer, Über die Periodicität in der Teilbarkeit der Zahlen und 
über die Verteilung der Klassen positiver quadratischer Formen auf ihre Determi- 
nanten [Jahresbericht der Pfeiffer’schen Lehr- und Erziehungs - Anstalt zu Jena 
über das Schuljahr von Ostern 1885 bis Ostern 1886, S. 1—21]. 

4) E. Landau, Die Bedeutung der Pfeiffer’schen Methode für die analytische 
Zahlentheorie [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in 
Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXXI (1912), Abt. ITa, 
S. 2195—92332]. 

5) J. G. van der Corput, Over roosterpunten in het platte vlak (De betee- 
kenis van de methoden van Voronoi en Pfeiffer), 128$. (Noordhoff, Groningen), 
1919. Van der Corput hat den Beweis des Hauptsatzes seiner Dissertation 
mittels der Voronoïschen Methode auch verôffentlicht in der Abhandlung Über 
Gatterpunkte in der Ebene [Mathematische Annalen, Bd. LXXXI (1920), $. 1—20]. 
Über die vielfache Anwendbarkeit des Satzes vergleiche man die Dissertation: 
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wir in dieser Einleitung beweisen werden) äquivalent mit dem 
folgenden, wenn der gleichgiltige Wert des numerischen Faktors 
in der Behauptung aufer Betracht gelassen wird. 

Satz 1: Es sei w—1=—0 und ganz; für À Zu = sei f(u) 
definiert und differentiierbar ‘), f(u) > 4, 0 < f'(u) <1, f'(u) beständig 
wachsend. Der Differenzenquotient 


U, — 
(D) HT G£Æu <u, Eu) 


FC) — f'(u,) 
sei beschränkt, sodaff es gewill eine von u,,u, freie Zahl z > 1 derart 
gibt, daf 


U—U 7 

RE Fe (u,) = f'(u) 

ist. QG (siche Figur 1 ) bedeute das Gebiet 
L=u=uw, &$=v<f(u); B(G) die Anzahl 
der Gitterpunkte und I(G) den Flächeninhalt 


f: (f(u)—4) du dieses Gebietes. Dann ist 
|B(G)— 1(G)] = 422. 


: Trivial wäre z. B. 
0 Foi eo)  [B(Q-1(G]<2# fu) <2%. 


Denn bei jedem ie 1,2,..,w—14 ist für das Teilgebiet h —41 
<u<h+z, 1<£v<f(u) wegen 0 < f'(u) <1 offenbar | B—1| <2; 
daher ist 


GB) 1B(G)—1(G) 2 200 — 3) 2 22 (fo) — PQ) 22° fu). 


2.5) Um die Bedeutung von Satz 1, dessen Beweis auf ver- 
einfachten Wegen den Inhalt der gegenwärtigen Abhandlung aus- 
macht, zu zeigen, wollen wir zunächst aus ihm den Sierpinski- 
schen Satz°”) ableiten; derselbe besagt, daf die Anzahl X(x) der 
Gitterpunkte im Tes und auf dem Rande des Kreises #°+ 1° =x 
bei unendlich wachsendem x den Wert x4+0(Vx) hat. Es genügt, 


6) Ta den Éndpénkten eventuell nur einseitig. 
7) Diese Ungleichung ist insbesondere erfüllt, wenn f” (u) vorhanden und 


1 
> 5 ist; denn dann ist 


PCs) — Ps) = (ts a 
8) Die Nr.2—5 der Einleitung sind zum ass der in $ 1 und s2 
gegebenen Beweise des Satzes 1 unnütig. 
9) W. Sierpinski, © pewnem zagadnieniu z rachunku funkcy) asympto- 
tycznych [Prace matematyczno-fizyczne, Bd. XVII (1906),.$. 77—118]. 


(u, < Ë < w3). 
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dies für nicht ganze æ zu 1 beweisen. Es sei + 8 und Do SE 
Dann ist 
(4) K(x) — 1+4[V5) +4B( DE, 
wo CDE den in Enr PORSCHE, 
zeichneten Bereich «?+ 0 = x, 
ui, v=—1 darstellt. Da 
offenbar der schraffierte Teil 
des Kreïses die Fläche \/x+0(1) 


hat, also der Flächeninhalt .. 

des Kreisquadranten | 
Vz+I(CDE)+0(1) 

ist, so ist nach (4) 

5) K(x) = xx+4(B(CDEËE) 
— I(CDE)) + 0(1). 

Das Gebiet CDE werde durch 


die Greraden « — le 


HET = (1 aje 5 in die vier gezeichneten Bereiche G,, & 

G, und G, zerlegt. Da bei G&, die Abszissen der vertikalen und 

die Ordinaten der horizontalen Ränder = 1 (mod. 1) sind, ist 

Où B(@)—1(G) = 0; 

da die geraden Randstrecken von G,, also auch B(G,) und 1(G,), 

beschränkt sind, ist 

(?) B(G,)—1(G,) = 0(). 

Mit Rücksicht auf 

B(CDE)-I(CDE) = (B(G,)—1(6)+(B(6)—1(G) 

+(2(G)—1(6.)) +(B(G,) —1(G.) 

folgt aus (5), (6) und (?) 

(8) K(x) = xx+4(B(G)—1(G))+4(B(G,)—1(G))+0(). 

Durch Hinzufügung eines Gebietes G kann man (, ergänzen zu 

einem Reckteck Æ, bei dem die Ordinate der unteren Seite = — \/x 

und = À (mod. 1) ist. Dann ist B(R)—I(R) — 0. Da x nicht 

ganz ist, die Kreïslinie also keine Gitterpunkte enthält, ist B(R) 

— B(G,)+B(G), also 

(9) B(G;)—1(G,) = -(B(G)—1I(G)). 
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Auf den Bereich G ist Satz 1 mit + — Va anwendbar. Denn es 
ist dann 21; durch eine ganzzahlige Verschiebung parallel zur 
v-Achse (hierdurch ändert sich B — I nicht) kann man G die Lage 
3 <u£u, = £<v£<g— VAR geben, wo w — NE E. 
> k + Vzæ und ganz ist; für ne <u <uw ist dann 


fu) = g—Vr-û = 3 1=>f'{(u) = = 

PO = > = 

— u°)* T Ve k 

Hieraus ergibt sich, daf B(G)—1I(G), also wegen (9) auch 

B(G,;)—1(G,) den Wert O(Ÿx) hat; aus Symmetriegründen folgt 

_hieraus, daf auch B(G,)—1(G,) = O(Vx) ist, und wegen (8) er- 
hält man 


KG) ax + O(Vx). 

3. Mit Hilfe des Satzes 1 beweisen wir folgenden Satz, der 
für viele wichtigen Anwendungen bequemer ist. 

Satz 2: Es sei w—1—>0 und LR für L=u = uw sa f(u) 
definiert und ta 5, f(u)>4, v<f'(u)<6, wo v und 6 
ganz sind, f'(u) bestündig wachsend. Der Differenzenquotient (1) sei 
beschränkt; zu jeder ganzen Zahl k der Strecke v <k <= 6 —1 gibt es 
also eine Zahl z, derart, daf 

1)2, => Lis, 

re) für alle etwaigen Wertepaare u,, u 
k< f'{u,)< f'(u,) <k+1 die Ungleichung 


V (10) 


a MÉSE=U <U, EU 
U,—U, 

F Cu) Fe) © 

gilt. G bedeute das Gebiet {À Zu = w, 

1Z<v=f(u); B(G) die Anzahl seiner 

Gitterpunkte, I(G) seinen Flächeninhalt. 

Dann ist 


6 —1 
|IB(G) —-1(G|<44 X &. 

k="v 
Beweis von Satz 2? aus Satz 1 
: Wir markieren alle « = 1 (mod. 1) auf 
der Strecke 1 =u =. Es sei G' der 
ES nm fine in Figur 3 gezeichnete Bereich, wo « 
g°t gg" das zwischen zwei konsekutiven dieser 
Fig 5 Punkte 9 —+ und +4 gelegene Inter- 
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vall durchläuft, und wo 1 == fu) ist. +Nach dem Mittelwert- 
satz ist für g—1= nn À 


1e) = (9) — 9) fl = le 9) (FE) — FO) < Fa +4) — ne à) 


GZÉZ9, bezw. 9 £ÉZ£u), 


also 
HOMO 
= | fo fo = DFE) à <FU+D-F UD. 
TE 
Daher ist S 


| [B(G)—1 CAR | | 
= GG) = 1 — F0) + 9 — (GE) — Fo +9) 
= [FI F)+ 414126) — FG)+H<E+ TG +5 —-fG— 
Diese Ungleichung benutzen wir für jede jener Teilstrecken, 
denen (Grenzen inkl) mindestens ein solches « zugehôrt, daB . 
f'(u) ganz ist. Die Anzahl solcher w ist =6—v—1<6—7Y; 
daher ist die Anzahl der erwähnten Teïlstrecken <2(6—»): Die 
Summe >(B(G')—1(G')) für die zu diesen Teilstrecken gehôürigen 


.Gebiete G” ist also wegen z, = 1 absolut kleiner als 


(11) 1:-2(6 —v) + f'(w) — HO EE: = 2e 
k = V 
Wir lassen diese Teilstrecken y —1=u = 9+71 (falls sie über- 
haupt vorkommen) auf dem Intervall } =u=w fort; falls das 
ganze Intervall hiermit nicht aufgebraucht ist, verbleiben endlich 
viele Reststrecken a =u =b, a = b = 4 (mod.1), auf deren jeder 


(12) k<f'(u)<k+1 (=k<£6—1, k ganz) 


ist. Zu jedem positiven ganzen k mit »=k=6—1 gibt es um- 
gekehrt hôüchstens eine dieser Reststrecken mit (12). Es sei nun 
G” der Bereich a =u=b, 4=v=f(u); es sei G” der Bereich 
DEU=D; iv Line PA wo die ganze Zahl »n so gewählt 
ist, daf f)—kutn 3 1 für a=u=b ist. Dann ist 


b—} Je | 
B(G")-B(G)= ZX (-hutn) = 56) +n0-0 
u—=a++ 
und 
b Je - : 
1(G")—1(6) = [ Chu+n)du = 5 U-&)+n 00) 
a 
also 


(13) HG) 14) — B(G")-1(4"). 
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Nach einer ganzzabligen Parallelverschiebung zur w- Achse 
(hierdurch ändert sich B—1I nicht) ist Satz 1 mit z — 2, auf 
G" anwendbar; denn es ist, Fu) — f(u)—ku+n gesetzt, mit 
Rücksicht auf (10) 

F(u)>+4 O<f'(u)—-k = F'(u) <1, 


—u, u, —U, 


A MATRL lei ra TT 
F'(u,)— Fu) fu) —f(u) 
Nach (13) ist also | 
|B(G")—I(G) = 1B(G")-1(4") <42#. 
Die Summe S(B(G’)—1(G")) über diejenigen Teile von G, 
1 


8 
te 


6 — 
die wir G” genannt haben, ist daher absolut kleiner als 42 X 2;; 
: = V 
hieraus folgt, mit Rücksicht auf (11), 
us 6—1 
IB(G—1(GI£IS(E(8)-1C)+IEB()-ICN<A E & 
Ê —= V 


. 4. Die Bedeutung des Satzes 2 zeigen wir beim Teiïlerproblem. 
Es bezeichne T(n) die Anzahl der Teiler der positiven ganzen 
Zahl n, t(x) die summatorische Funktion ; 


«@) = 2, T0 = 


Bekanntlich ist v(x) für æ—1 die Anzahl der Gitterpunkte im 
Béreiche uv=x,uZi,vZ=1. Wir setzen x so gro voraus, daf 


4 <[ÿr]+8<[Vr]-+ ist, und zerlegen das Gebiet in sieben 
- Teile G,, G,, ..., G&, (siehe Figur 4) durch die Linien 


= [Vrl+s;, o = [Val+s; nu = [Vel-4; v = [Vr]-4 


Für ganzzahlig wachsendes £ ist 


La 1 1 l'e 1 
wo C die Eulersche Konstante bezeichnet. Daher ist 
[Væ +1] eu [Væ+il a. UE IE 
BG)= > ([F]-[We+il)=e » ,+0(2)-[Ve+1] 
n= 1 n n=1 À 
— x log ([Vx] + 3) + Cx—[Vx +1] + 0(Vx) 
und 


1) = f M du = ao ([#5] + 9) + los 2 (EF 
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Fig 


also 
B(G;)-1(G,) = (C—log2)x+0(Vx). 
Aus Symmetriegründen folgt hieraus dasselbe Ergebnis für 
B(G,)—1(G,); die Differenzen B(G,)—1(G,) und B(G,)—1(G,) 
verschwinden offenbar, da die Abszissen der vertikalen und die 


 Ordinaten der horizontalen Ränder = £ (mod. 1) sind. Ferner ist 


B(G,)—1(G,;) = O(1), da die geraden Randstrecken von G, be- 
schränkt sind. Nach ganzzahligen Parallelverschiebungen zu beiden 
Achsen ist der obige Satz 2 auf G, anwendbar mit [Vx]+ 3 statt 4, 
= Be x en 
w=[Vr]-}, » = [-Vz], 6——1, f(u) — n und 2, — Tr u 


denn es ist 
y = — x < f'(u) = -5<-1 10: 
für v<k=<o—1ist z, > 1, und aus 
h< fu) = - 5 <h+1 


folgt 


7 RTE z Lors das, ls 
f'(u) TN vË ne Væ ES Es z k 1) ET. 2 
Nach Satz 2 ist also 


ne —. _ [Vz 
IB(G,)—1(G,)| <44 Ê va ae £ 4x É 


= | — VX 


< 44Ÿx (1+41log x) — O(Vx log x). 


Kgl. Goes. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasso. 1920. Heoft 2. 10 
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Aus Symmetriegründen ergibt sich dasselbe Ergebnis für G,; aus 
dem obigen folgt durch Summation 7° | 


BIO CRM EG EE #G) 


— 2(C—1log 2)x + O(Vx log) 
da 
x 1 


2% , | 1 
I(G,+:..+ G,) =} (E-)du = A EU ES 


ist, ist hiermit die Voronoïsche Bezichung 
T(x) = B(G,+6G,+...+6,) = xlogx+(20C— 1)2 + O(\x log x) 


bewiesen. 

5. Der Hauptsatz der Dissertation von van de Corput 
lautet 1°): l 

Satz 3: Es sei sw; es sei v — f(u) für s £u<w diffe- 
rentiierbar ®); f'(u) = t se —0 und beständig zunehmend oder be- 
ständig abnehmend ); t durchlaufe das Intervall À =t=u, sodaf ent- 
weder 1 = f'(s), u —= f'(w) ist oder umgekehrt. Die für 1Z=t£u 
somit eindeutig erklürten und stetigen Fumktionen u = y,(t), v = p, (0) 
seien differentüerbar ®) und œ!(t), i(t) stetig. Wir setzen 


e = (1+4) Vp}() + pe (0) 2E 


3 

Es werde die Zahlr so gewählt, dal r — 1+3) und r > ist. 
Es sei q irgend eine Zahl Æ=f(s). Es bezeichne G den Bereich 
s=uZ=w, q=v=f(u), I(G) seinen Flächeninhalt und A(G) die 
Anzaht der ihm angehôrigen Gitterpunkte, wo die etwaigen Rand- 
punkte mit dem Gewicht à in Anschlag gebracht werden. Æs sei 
A(u) = u—[u]—Z4 für nicht ganzes u, y(u) — O für ganzes u. 
Dann ist 


|[A(G) — I(G) + 4 (v) (Fu) — 4) — x (8) (F(S) — D 2 (a) (w —s)| 
< 933 7° pu. 


(14 


10) Den entsprechenden durch die Vertauschung von « mit —%« oder v mit 
— v unmittelbar sich ergebenden Wortlaut schreiben wir nicht erst auf. 

11) Hieraus folgt bekanntlich die Stetigkeit von f’(w); denn für hZ0 (in 
den Endpunkten nur k => 0 bezw. h 0) ist 

ES 
Here LEE = f'(E) (u<E<u+h, bezw. u+Lh<E<u) 

also f'(4) = a 

12) Daf man dies als absoluten Betrag des Krümmungsradius bezeichnen 
kann, ist für den Beweis des Satzes gleichgiltig. 


ES DS 
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Vorbèmerkungen: a) Die linke Seite von (14) ist einfach. 
14(G)—1(G@)| falls s, w, q = 0 oder = 4 (mod. 1) sind. Anderen- 
falls hängen die drei Zusatzglieder unter dem Zeichen des ab- 
soluten Betrages nur von den Randstrecken ab. | 

b) Die andere Behauptung des Hauptsatzes der Dissertation, 
daB die Anzahl der Gitterpunkte auf dem Kurvenbogen + =u =, 
v — f(u) kleiner als 934 r$ u ist), ist eine unmittelbare Folge 
der Behauptung des Textes. Denn wenn die Funktion f(”) durch 
f(u)+y (y 0) ersetzt wird, G, das entstehende Gebiet s = # <w, 
g=v=f(u)+y ist, so ist bei zu O abnehmendem 7 offenbar 
A(G)— A(G)+$a, wo « die Anzahl der von den Endpunkten 
verschiedenen Gitterpunkte auf dem Kurvenbogen bezeichnet. 
Ferner ist 1(@,)— 1(G), f(w)+y—f{w), f(s)+y—f(s), daher 


(15) 1a <2.983r y; 

und wegen 

(16) , 1<ri<iurry 

Het aus (15) é : # 


2ta<2nut2.2.983ru — 9847 u 14), 


Beweis von Satz 1 aus Satz 31): Wir unterscheiden drei 
verschiedene Fälle. 


1) Es sei Us Nach (2) ist dann 


Le 
(uw) 
EE? — I(G] <22 f'(w) < 44°. 


DIE 2 — F : : Es werde Ô so gewählt, daf 
É _ __1—f'(w) 
ist, und alsdann für w <u = w +0 


fQu) = fu) + (u—w) f(x) +. ie _ UT 


gesetzt, sodaB f'(u) für 4: =uÆ=w+ÙÔ vorhanden ist und für 


13) Hierbei bleibt der Wert des gleichgiltigen konstanten Faktors aufer 
Betracht. 

14) DaB in der van der Corputschen Dissertation die etwaigen Gitter- 
punkte in den Ecken von G mit einem anderen Gewicht in Anschlag gebracht 
werden, ist wegen (16) bis auf den Wert des konstanten Faktors gleichgiltig, 


da jene Gewichte zwischen O und + liegen. - 


T0Ë 
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1£<u<w die Ungleichungen 

| NE et 
f'(u+ 0) — FC) 


En 0— 
und | 


EC 


= jE<f(0)+ fu) +28 1 
| (u<E<u+ 0) | 
gelten, also auch 

(19) f(u +8) — 9 < f(u). 

Es werde für 1 = = w 


u + Ô 
Ft) = + [7 r@dr 


gesetzt; wegen (19) ist dann 
<< F(4) 8 € Fu) 0 < f(u) < F(u) < f(u +0). 
Es sei G, der Bereich 1 =uÆ=w, } =v=F(u), G, der Be- 
reich 1=u=w, }1=<v=F(u)—0. Dann ist Satz 3 auf G, 
bezw. G,, mit Fu) bezw. F(u)—0, statt fu); s = q = à 


27 


rÿ — V2: anwendbar. Denn es ist 
HU) tte (u+0)—f («) =0, 
1 


F'() =; (fu +8) —f'{u) > 0; 


t wächst daher beständig; w — ,(f) hat stetige Derivierte, also: 
auch v = Fu) = F(p,()) bezw. v = F(u)— 0 = F(p,(#)) — d. 
Es ist 121 = F'G)=>f'(4); wegen (18) ist 


(20) lp = lo) since core 
es ist 
ais 1 
a nn nie 


und aus (20) nebst (17) folgt 


r= az (+) eo PQ) — = (A+ plE = 0. 


Nach Satz 8 ist also jede der Differenzen A(G,)— I(G,) und 
A(G,)—1(G,) wegen (20) absolut kleiner als | 


233(V22) u — 4664 u < 4662. 


D 
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Wegen A(G) = B(G)Z A(G,), I(4) = 1(G) = 1(G,) und 
I(G,)—1(G,) = d(rw — +) ist 


B(G)—-1(G)Z(4(G,)-1(@,)—(1(G,)—1(G,)) > —466 2? — 0 (w—1) 
und 
B(G)—1I(G)Z(4(G,)-1(G)+(1(G,)-1(G,)) < 466 2° + 9 (w — 4), 


also 
[B(G) — 1(G)] < 466 2° + d (a — 1 


hieraus folgt bei hinreichend kleinem 0 


+ — I(G)| < 4672? 


8) Es sei schliefilich : EE fe . Es sei dann , die 
re © v) FE 
Zahl = 1 und — w, für welche f’(u,) — a ist; wir ziehen durch 


die Punkte «, — [u+4]—+$ und «,+1 die Parallelen zur v-Achse 
und wenden Teil 1) dieser Beweisanordnung auf das zu 4 = =, 
gehürige Teilgebiet an (falls überhaupt 1 <u, ist); den Teil 2) 
auf das dem Intervall w, +1 == w entsprechende Teilgebiet (das 
nur für #,+1<% in Betracht kommt). Endlich gilt für das Teil- 
gebiet u, < LH, LE 1 die hbschitenns |[B—1|<2<2:. Hieraus 
folgt 


[B(G)— I(G)|<(4+467+2)2 — 4732. 
Beweis von Satz 3 aus Satz 2%): Wir unterscheiden ver- 


schiedene Fälle. 
1) Es sei w—s<1. Es werde 


N, = A(G)—(w—s— 3x) + 7(s)) (f(S) — 9), 
N, = —1(G)+(w—s)(f(s) — a), 
N, = 4(w)(f(w) — f(s)) — 2 (g) Go — s) 


gesetzt, soda die linke Seite von (14) den Wert IN +N,+N,l 
hat. Wenn es keine ganze Zahl Zs und = w gibt, ist 


(21) Ne0=0—°0; 
wenn s ganz ist, ist 
22) M =iC)sat) 169 EP 


wo |9,| (desgl. nachher |9,|, [9,|, [9,|, [9,1) Z1 ist; wenn w ganz 
ist, ist 


23) M, = 4((w)—g+8,)—4(/(5) —9 = 1(f()<fF(5) +49, 


(29) - 
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und wenn es schliefilich eine ganze Zahl = s und <w gibt, ist 


— ((f (5) — a) + 8, (f(u0) — F(S)) + 8.) — (F(S) — 9) 


(24) — 9, (f(w)— f(s)) +2, 
Aus (21), (22), (23) und (24) folgt 

(25) INI< f(w) — f(s) +1. 
Ferner ist 


— (wo — 5) (((s) — 9) + 8,0 0e) — F(s))) + Co — 5) (F(S) — 9) 
= —Ÿ,(w—s)(f(w)—f(s)), 


also 

(26) . IN] < f(w)— fs); 
und es ist 

(27) IN < fu) — F(s) +1. 


Wegen f(w)—f(s) <(w—s)}u<ru folgt aus (16), (25), (26) und 
(27), da die linke Seite von (14) den Wert 
IN + +NIEINI+INI+IN]< 8 (f (0) — (5) + 2<(8+2)r° w 
— 5r° u 

hat. Es 

2) Es sei w—sZ=1; w—#}, s—1 und g—1 ganz. Die linke 
Seite von (14) ist dann | A(G)—7(G)] und ändert sich nicht bei 
ganzzahligen Verschiebungen parallel zur w- und v-Achse; ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit kônnen wir also s — 1, q = 1, 
f(&) > 5 voraussetzen. Es genügt, 
(28) |B(G)—1(G)] <181r y 


zu beweisen. Denn wenn G, für 0=—y=—5%—f(}) das Gebiet 
L=u=w, Li =v<=f(u)+y darstellt, ist 
|B(G,)—1(G,)| <181r u, 
B(G)Z A(G) = B(G,); 
bei zu 0 wachsendem y ist 1(G,) — I(G); also ist 
|A(G)— 1(G)] < 1817 y. 
a) Es sei wuZ1 und f'(u) beständig wachsend. Es werde 


y = 0, 6 = [u]+1 gesetzt. Dann ist Satz 2 auf G mit 4, — 5 
anwendbar; denn für 4=u,<u,=w, À, = f'(u,), &, = f'(u,) ist 


Te is De. Pme) — pi(t)<e<r ="6, (4, <T<i,). | 
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Es ist also : 


ei 2 — 2 È EU 
|B(G)— I(G)| < 44 es = 44r 6 < Br y. 


b) Es sei u < 1 und f'(u) bestindig wachsend. 
(28) ist trivial für f(w)—f(4)Z=2. Denn wegen 0 < f! (u) 26 
ist nach der Begründung von (3) 


|B(G)— 1(G)| = 2(0—4 De Sr Sade nu 


— 4r$ u. 


Es darf also f(w)—f(4) 2 angenommen werden. Es sei 
v,++ die ganze Zahl <f(w)+4 und Zf(w)—1; es sei v,+1 
= [f(G)+5] Wegen f(w)—f(4) > 2 und f(4 = 3 ist dann 

3<fh)<v=f4+l1<f(w)-1Z 0, <f(v). 

Es sei u, der der Strecke 1 <u 
< w angehôrige Wert, für den 
f(u,) = v, ist. Durch die Strecken 
=D = V0 v, |, 4 —u, 
zerlege man G (siehe Figur 5) in 
zwei Rechtecke Æ, und ÆÀ,, und 
drei Gebiete &,, G, und G.. 

Da bei À, die Abszissen der 
vertikalen, die Ordinaten der hori- 
zontalen Ränder = + (mod. 1) sind, 
ist 

Wenn w, die grôBte ganze Zahl 
< u, bezeichnet, ist wegen (16) 


(81) |B(R,) — 1(;)| 
= [G@o—3—u) —(w—u,)| 


Fig.5 


= lu—i—u] <<. 
Bei jedem der Bereiche G, und @, ist die Länge der rechten 
vertikalen Randstrecke = 1, daher die HS der noRe ones 


Randstrecke und dér Flächeninhalt = -;> er ‘u, also 


14 G ne 
die Anzahl der Gitterpunkte < 1 + _. 9 te rs ist 


2) IB(G)-1(G)< 27e und |[B(G)-1(G)<2r a 


- 


\ 


148 E. Landau und J. G van der Corput, 


Es sei u — g(v) für f ed die zu v — f(u) inverse 
Funktion; dann ist 


Es werde für jedes ganze 4 —0 die Zahl _ — 2, gesetzt. Für 


zwei auf dem zu G, gehôürigen Kurvenbogen v — f(u) gelegene 


Punkte (u,, v,), (u,,v,) mit der Eigenschaft % < g'(v,) < g'(v,) <k+1 
ist 

D Den 2e L 

U—U g' (v,) 


also, weil nach der Begründung von (29) 


ns 
fu) — f'(u) 
ist, 
V,— 0, VV, 1 U,—U, + 1 


2e NN ESS 
=. - TA AT 


g'(v) = g'(vs) Ua —U; °g (0,) 9 (2) CE (u) st (u, LE k 4 
ferner ist für # = . 


5 à 
Le 


Ye = il. 


ê, —= 
| Satz 2 ist nun, nach Vertauschung von w und —v und ganz- 
zabligen Parallelverschiebungen zu beiden Achsen, auf @&, mit 


— grôfter ganzer Zahl <2, 6 — E +1 anwendbar. Dann 


findet man wegen » = 1 nebst » = FA 
LE 
À r° nt VE À 2 ee 
(83) |B(G,)—1(G,)) <44 XX TL 44 DE < dr. © — = 176r° y: 
k= 9 À k—=v k v : 


Aus (30), (31), (32) und (33) folgt durch Summation 
|B(G) — I(G)| < 1817 y. 


c) Es sei f'(u) beständig abnehmend. Es bezeichne G, den Be- 
reich 1 =u = w, f(u) =v=l, wo 1 eine beliebige Zahl > f(w) +1 
ist mit der Eigenschaft, daB !—1 ganz ist. Für das aus G und | 
G, zusammengesetzte Rechteck R ist 


(84  A(G)+A(G,) = A(R) = I(R) = I(G)+1(G). 


nach 9) ist, falls s'  w’, 
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Nach Umkehrung der Koordinatenachsen folgt aus a) und b) mit 
Rücksicht auf (34) 


[A(G)—1(G)| = [A(G)—1(@,)] < 181" y. 


83) Es sei w—s2Z1; nicht alle Zahlen w—1, s—1 und qg—4 
seien ganz. Es werde s£s'<s+1,s'—1 ganz, w' — [w+41]—4, 
9 — [q+4]—1 gesetzt; es sei (siche Figur 6) 


G' der Bereich s <u<s, g =v=f(u), 
G” der Bereich w'=u=w, ‘ qg <v<f{(u), 
Ga ,der Béreich 20 #0, 9 0 /(#; 
R der Bereich 5 =u=w,. qg =v<g. 
Nach 1) ist, falls s <s", V 
(A(G)—1(G)—7 (5) F)— 0) 
—1@)(s-91<8" 0 
und, falls w' < w, 
éo | [A(G)— AG") +4 (0) (F C0) —0) 
—1()Q@—w)] <5ru; 


(85) 


(87) |A(G")—1(6")| £1817° y. 


Falls s uw’ und g'<q ist, ist 
die Anzahl der dem Rechteck R 
angehôrigen Strecken v — ganz, 
wo die Strecke v — q eventuell 
nur halb gezählt wird, gleich O, 
+ oder 1, je nachdem g—gq'—#(q) 
den Wert O0, 3 oder 1 hat; und 
diese Strecke enthält, falls sie vor- (© 
kommt, w'—s' Gitterpunkte. Es ist also 
— A(R)+1(R)—3@ (us) 

(8) —— (gd — 7(g))(t0'— 5°) + (g— gl) (ue — $) — 7 (a) 8°) — 0. 
(35), (36), (37), (33) gelten bezw. auch für s = 5’, w' = w, s' — w7, 
g' = q, da die linken Seiten dann verschwinden. Wegen A(G) 
— A(G')+4(G")+A(G")— A(R) folgt aus (35), (86), (37) und (38) 
durch Summation, daf die linke Seite von (14) kleiner ist als 
(B+5+181)ru — 1917° pu. 

6. Von der gegenwärtigen Abhandlung rührt $ 1 (sowie der 
obige Übergang von Satz 2 zu Satz 83) von Landau, $ 2 (sowie 
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der obige Übergang von Satz 1 zu Satz 2) von van der Corput 
her. Wie van der Corput mit Recht auf $. 7 seiner Dissertation 
bemerkt hat, lag die Kompliziertheit der alten Pfeifferschen 
Methode nicht nur in den formalen Rechnungen, sondern auch in 
der Schwierigkeit der dabei benutzten Hilfssätze über gleich- 
mässige Approximation. Van der Corput hatte daher die 
Pfeiffersche Methode nicht nur verallgemeinert, sondern auch 
vereinfacht, und zwar derart, da jene Hilfssätze unnôtig sind. 
Inzwischen hat Landau!) erkannt, daB jene Hilfssätze über 
gleichmäfige Approximation auch dadurch ersetzt werden kônnen, 
daf man in geeigneter Weise einen heute klassischen Arzelà- 
Osgoodschen Satz!f) über Integration heranzieht. Dadurch ist 
es jetzt môüglich, das Endergebnis auf dem alten Pfeifferschen 
Wege in den früheren Spezialfällen kürzer und im allgemeinen 
van der Corputschen Falle überhaupt zu erreichen. Dies ge- 
schieht im $ 1. Hier beweist Landau den Satz 1 mit der in van 
der Corputs Dissertation benutzten Parallelkurvenschar v = f{(u) 
+ y, wo y eine Veränderliche vom absoluten Betrage < 1 ist. 

$ 2 enthält eine Durchführung des Beweises von van der 
Corput mittels der Voronoïschen Methode in einer neuen Fas- 
sung, welche eine wesentliche Abkürzung des in seiner Dissertation 
und seiner Annalenarbeit gegebenen Beweises darstellt. Diese Beweis- 
anordnung für Satz 1 ist ganz elementar; sogar die Eulersche 
Summenformel und die Integralrechnung überhaupt werden nicht 
benutzt; mit Flächeninhalten wird allerdings operiert, was auch 
nicht zu verwundern ist, da die Voronoïsche Methode in wesent- 
lichen eine geometrische ist. 

Um die Beweise zu verstehen, braucht der Leser weder die 
van der Corputsche Dissertation noch eine unserer anderen 
Abhandlungen über Gitterpunkte zu kennen. 


15) E. Landau, Über die Gitterpunkte in einem Kreise (Dritte Mitteilung) 
[Diese Nachrichten, Jahrgang 1920, $. 109—134], S. 113—114. 

16) Derselbe lautet: Es sei y-< d, Q(y,m) für jedes natürliche m auf der 
Strecke y = y < Ô stetig und in m,y gleichmäfig beschränkt. Für y<y< 
existiere 

lim Q(y,») — B(y) 
m —= 
und sei stetig. Dann ist 


0) 0) 
lim Q (y, m) dy = f B (y) dy. 
m —= OO y y 


Vergl. z. B. den Beweis in der Arbeit von E. Landau, Æin Satz über Riemann- 
sche Integrale [Mathematische Zeitschrift, Bd. II (1918), S. 350—351]. 
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Schlieflich bemerken wir, daf wir den Koeffizienten 42 in 
unserem Satz 1 leicht erheblich verkleinern kôünnten; doch haben 
wir darauf keinen Wert gelegt, da es uns nur auf die Grüfen- 
ordnung der Funktion von + ankommt. 


PS 
Hilfssatz 1: Es sei y < 0, F(u) für y Zu < 0 differentierbar®), 
F'(u) bestündig wachsend oder abnelmend und stets = 0 oder stets <0. 
Es sei für y <u,<u, <Ô 
39 Tr 
se TATIE A) 


wo x von u,,u, frei ist. Dann ist 


9 cos 

if .. F(u) du 
Beweis: 1) Ist die Weglänge 0 — y = \/2 (x, so ist die Be- 

hauptung trivial, da das Integral dann absolut < \/2 \/x ist. 

2) Anderenfalls schneide ich von dem Ende, wo |F'(u)| am 
kleinsten ist, ein Stück der Länge V2 \/x ab; dessen Beitrag zum 
Integral ist absolut = V2 V+x. Auf der verbleibenden Strecke ist 
F'(u) beständig zu- oder abnehmend, von festem Vorzeichen und 


< 2 \/2:\/x. 1) 


nach (39) absolut UE — Nach dem zweiten Mittel- 
H 
wertsatz ist also, wegen 
sin 


cos ÿ — COS it) 
POLE sue 


0) 
cos 
| il ri F(u) du 
Y 
Vx 


Hilfssatz 2: Es werde in Hilfssatz 1 die Voraussetzung fort- 
gelassen, daff F'(u) stets Z 0 oder stets = O0 sei.  Dann ist 


| rè 
1h SRE (u) du 
, sin 


Beweis: Da F'(u) beständig zu- oder abnimmt, zerfällt der 
Weg in zwei Teilstrecken, auf deren jeder F'(u) stets Z 0 oder 
stets = 0 ist, und Hilfssatz 1 ist auf jede derselben anzuwenden. 


RD Les 
< \/2 Ve — 22 x. 


< 4\/2 \x. 


17) Gemeint ist, daf der Integrand cos F(u) oder sin F(u) lautet. 
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Definition: Æür jedes ganze m — 0 werde 


m & 


(40) Pn(u) =: À cos 2nru 


= M 
geselet. 
Pm(u) ist gerade und hat die Periode 1. Es ist 


0 1 1 
Ge [pod = foto = fl etède = 1 


Für nicht ganzes « ist 


(42) Pn(u) = 
Aus (40) folgt 
(43) lPn(w]ZE2m+1< 3m. 
Aus (42) folgt für 0O<u=<X 
1 1 


ES opt 
(44) PONS EE 


Æ<4 ist nach (42) und dem zweiten Mittel- 


sin(2m+l)ru 
sin T4 4 


Für 0<®9, = #, 


wertsatz 
— À, Ÿ? _ 2 
: Dm (u) ul —= | je Pm (4) du a (2 m + 1) x Sin az Ÿ, 
= 2 1 
1 1 
SOC ane OUTRE 
(45)  3msinx9, — 6m®,’ ) 


also ist bei festem 9 der Strecke 0 < 3 = 4 und unendlich wach- 
sendem "” 


au 1 
(46) k DRE ee 0 [ nee 0 
dm) Ÿ 


3 


Für 0<8= ist nach (43) 


Ÿ 
Î Pr (u) du 
0 


18) Wenn uns auch die Konstante in unserem Satz gleichgiltig ist und wir 


1 


(47) = 5" 5m du EF 
0 


niemals Rechnungen zwecks Verkleinerung von Konstanten verlängern, so wollen wir. 


doch ausdrücklich bemerken, daB wir gegenwärtig mit Konstanten aus dem weiteren 
Grunde verschwenderisch umgehen, weil die obigen Konstanten und die in den 
Hilfssätzen 3, 4 und 6 vorkommenden Konstanten aus dem Ergebnis herausfallen. 
Daf aber hier überhaupt Konstanten vorkommen, ist der Witz bei der Pfeiffer- 
schen Methode. 
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für sk <Ÿ=<= E ist nach (45) 


am 2 


Ÿ 
qe 1 
J Pm (4) du Æ 4 = 9 ? 


6m : —— 
5m 3m 


also wegen (47) 


Î " Pr (u) du 


(48) Bt 


=|f" Pm (4) du 


(48) gilt daher: für 0S9S}. Aus (48) folgt für 0 < 9, < 4, 


0Z8,<4 
D? Ÿ; 
= [ qu (0 du — ff Pnau) du | < 3 + 
0 0 


Nach (43) und (44) ist 


JE lp, (u)| du = 2 f° 1p, (w)| du 2 [mao fe Su 
rs 


3 


e 
2 
© 


9 
(49) | Î PA (u) du 


(50) — 3 + log ». 


Hilfssatz 3: Es sei OZu,<u,<4, g,(u) und g,(u) für 
u, = u =U, stetig und ebenda u = q,(u) £ g,(u) 4. 

G bezeichne das Gebiet (vergl. Figur 7) u, <u<u,, 

g,(u) =v=g,(u) Dann ist 


BEAO Pm (©) du dv | EE Fc 


Beweis: Nach (43), (49), (44) und (45) ist 


Ua g2(u) 
[leo pa duel = | [puede [7 pute) de 

G U gi {u) 
LC 

or ? | 1 l 2 du 

Æ 9m Ro GR = Rest A 

= 8m.8du+ f 2u He Gmu Loi 12m à uw? 

Om Om 


— 1+ E Ji om-2=2 
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ist, wenn das Gebiet uw, <u <u,, —1<v< g(u) bezeichnet 
1 pif 1 ARE" — 9 % ? 


pat) pate) did] < 16, 


Beweis: Der gemeinsame Teil von ® mit jedem der acht 
Dreiecke, in welche das Quadrat —1=u=1, —1=v= 71 durch 
die Mittellinien und die Diagonalen zerfällt, hat, wenn « eventuell 
durch —, v eventuell durch — v ersetzt wird, « und v eventuell 
vertauscht werden und eventuell unendlich viele Punkte auf dem 
Rande des Dreiecks hinzugefügt werden, die Gestalt aus dem 
vorigen Hilfssatz. Weil ,,(u) eine gerade Funktion und œ,,(u) p,(v) 
eine symmetrische Funktion von « und « ist, ergibt die ein- bis 
achtmalige Anwendung des vorigen Hilfssatzes die Behauptung. 

Hilfssatz 5: Es seien zwei Randpundkte des Quadrats — 1 =u<=x, 
—L<v=+X durch eine Kurve v — gq(u) im Sinne des vorigen Hilfs- 
satzes verbunden, auf der der Nullpunkt nicht liegt. ÆEs sei H der 
Teil des Quadrats, dem die EÉcke 4, —41 angehôrt. Dann ist bei wach- 
sendem m 2 

LT pa Qi) pue) du de —> 1 oder 0, 


je nachdem der Nullpunkt dem Gebiet angehôrt oder nicht. 

Beweis: 1) Der Nullpunkt gehôre dem Gebiet nicht an (vergl. 
Figur 8). Durch denjenigen Punkt der Kurve, welcher auf der 
Verbindungslinie der Punkte 0, 0 und 4, —4 liegt, ziehen wir ab- 
wärts und nach rechts die Parallelstrecken u = u,=—0, v = v, <0 
zu den Achsen bis zum Rand. Das Gebiet H zerfällt dadurch in 
die Gebiete D,, D, und À. Nach (45) und (50) ist 


Uo g (u) 
BACAOLAOETCE I CAOICOE COTE 
1 Ui D 


3 + log m 


2e ss << by ss 
GD & [Cd sn Ep JL Ir tolde EE 20 


Aus Symmetriegründen ist wegen (51) = 
LT, (0) pute) du de > 0. 
D: 


Für das Quadrat R folgt aus (46) 


x 2 v 
onto parade = [7 pat de. [ pute) de 0. 
ë + 


“40 


Fig. 8 
Dabher ist 


ul = fJ +, Re 
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- 2) Der Nulipunkt gehüre dem Gebiet an (vergl. Figur 9). 
Pas bat das komplementäre Gebiet H' zum Gre- 
samtquadrat, wenn man « durch — «, v durch —v 
ersetzt, genau die Gestalt des Falles 1. Da das 
Doppelintegral über das Gesamtquadrat nach (41) 
den Wert 1 hat, ist also 

f fJ P, (a) p,, (o) du do — 1. 
Fig.9 

Hilfssatz 6: Es sei GS —0 und ganz; für À <u <w sei 
fu) stetig und beständig wachsend. Es sei f(u) — 1. G bedeute das 
Gebiet À =u=w, k=v=f(u). Es bezeichne B(G) die Anzahl der 
ermntte dieses Pa. 

1) Dann ist 


| [Jp (u) p,, (v) du dv 


2) Wenn keine Gitterpunkte auf der Kurve (also überhaupt auf 
dem Rande von G) liegen, ist bei unendlich wachsendem m 


JF Pr (ue) p (0) du do —> B(G). 


< 32wf(w). | 


Vorbemerkung: Das hier auftretende 
Jp, C0 pu(e) du de = Q(n) 
: G 
lä6t sich, 
AGDE ff cos 2anu cos 2bxv du dv 
G 


gesetzt, auch so schreiben 
QG) = Z P(ab) 
la] = 
[b| = m 

Beweis: Wir betrachten alle Quadrate, deren Seiten die Länge 
1 haben, parallel zu den Achsen sind und deren Mittelpunkt ein 
Gitterpunkt ist. 

1) Die Anzahl derjenigen dieser Quadrate, welche einen zu G 
gehôrigen Innenpunkt haben, ist Æ (w — 4) [f(w) + 4] < « (f (a) + 4) 
< 2wf(w), und für den gemeinsamen Teil von G mit jedem solchen 
Quadrat ist nach (41) und Hilfssatz 4 das Doppelintegral wegen 
der Periodizität von œ,.(u) und y,(v) absolut kleiner als 16. 


19) Das wesentliche ist, daB die rechte Seite nur von # und f(w), nicht 
von »m und der Gestalt der Kurve abhängt. 


l 
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2) Der gemeinsame Teil von G mit jedem jener Quadrate, 
welches einen zu ibm gehôrigen Innenpunkt hat, ohne ihm jedoch 
voll anzugehôren, hat eine der beiden Gestalten des vorigen Hilfs- 
satzes; der Mittelpunkt des Quadrates vertritt natürlich die Stelle 
des Nullpunktes. Der Beitrag jedes Gitterpunktes innerhalb & 
ist also 1. Eat 

Beginn des Beweises des Satzes 1: Durch eine ganzzahlige 
Parallelverschiebung zur +-Achse dürfen wir f(1) 2 voraussetzen. 
Es bezeichne G@, für [y] < 1 das Gebiet 4 = u = w, } vu =f(u)+y; 
ferner P(y,a,b) obiges P(a,b) für das Gebiet G,. 

Hilfssatz 7: 1) Für a 0, b 0 ist 


2? 
[P(y, 4, b)| < RAS UT 
2b? 


2) für a 0, bZO ist 


2? 
| P(y, a, b)| < Re 81° 
2 a? 
Beweis: 1) 


20 
4bx P(y, a, b) — 2.[ cos 2axu sin 20x(f(u) + y) du 


v 
(52) — Summe der beiden Integrale il sin (2bxf(u)+2bxy +2axu)du. 


Le 


2 


Nach den Voraussetzungen des Satzes 1 ist für 1 = u, < u, = w 


53 0 Set. 
ee <Fu)-ru) <° 


Nach Hilfssatz 2, angewendet auf y = 4, Ô = w, Fu) = 2bxf(u) 


+2bxy + 2anu, x — Rae ist also 
2ba 
LENS MNT 
(PGA RE CS 
4bx V2bx n° b° 2p? 
2) u — g(v) sei die inverse Funktion zu v — f(u) auf der 


: Strecke f(4)=v=f(w). Dann ist 


L 


FG) + 
4ax P(y,a,b) = dax [ 


L 
2 


Fu) + y nu 
+4ax [ cos 20 wo de cos 2aru du 
1 +3y g(v —y) 


y w 
cos 20ævdo | cos 2axu du 
L 


f(w) 
= 0-2 cos 2b x (v + y) sin (2ax g(v)) du 
F() 


— EEE St Sd 
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10) ; 
(54) — Summe der beiden Ausdrücke — sin (2ax g(v) + 2bxy + 2bxv) dv. 
| (QG) 
Nan ist für FE) ee U<V ee Fc), wWenn g(v,) ns g(v:) en 
gesetzt und 0  f'(u) < 1 beachtet wird, 
ee VD, TU, WU, 
also wegen (53) 


! ! == 1 1 242, f'(u,) — f'(u,) Uy—U; Vg — Vi 
PR RE) NA) O) mue 


Nach Hilfssatz 2, angewendet auf y = f(1), d = f(w), F(v) 


— 2axg(v) + 2bxy + 2bnv, x — LS ist also 


2a T 


1 4 V2 2? 2 : 
PGab< 2: = —= 


V2ax mia a? 
Hilfssatz S: Es sea a 0, bZO, aber nicht a = b = 0. 
Dann ist 
1 1 4 3 3 
| +, ss Ft 2 a g* 
f ‘ P(y, a; b)dy < Min. |- Ce EEE sn 5 } &) 
| Jo | Da Mb Sa be 8 


Beweis: 1) Die beiden ersten Abschätzungen folgen aus Hilfs- 
satz 7, da die Weglänge - ist. 
2) Aus (52) folgt für b — 0, daf 


se | 
sv [7 # P(y,a,b)dy 
0 
die Summe ist von vier Integralen der Gestalt 
10 
[ cos (20 x f (u) + constans + 2axu) du; 


nach Hiülfssatz 2 ist also 


1 — 3 3 
er 22° 22? 2? 
| f po a, Ddy|< nee es 
| V0 | L V2bx mb 8h 


Re e ñ# Fi > Fo 
20) Falls a = O0 ist, ist Min. xs ——], falls bd — O ist, soc: 
2b? 8b? 2 a? 


meint. . 
Kegl. Ges. d, Wiss, Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1920 Heft 2, 11 
2 
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3) Aus (54) schlieflich folgt für a —0, b —0, daÿ 


1 ‘ 
+ — 
Saëx | # P(y, a, b) dy 
0 


die Summe ist von vier Ausdrücken der Gestalt 


+ 


F(w) 
k cos (2ax g(v) + constans + 2bzxv) dv, 
F(G) 


# 
3 


4 V2 4° 2 7? 2? 
= ESA + Fe 
n° a°b 8a°b 


also nach Hilfssatz 2 


fn on sie 


Hilfssatz 9: Es ist die über alle ganzzahligen a, b exkl. a = b — 0 


erstreckte Summe 
OO ne - 
2; 3) P(y, a, b) dy 

a,b = — 00 Vp 


absolut hkonvergent, und es ist 


_ a | | 
S" ji & P(y, a, 0)dy| < 284. 
a,0 = — OO 0 | 
Beweis: Für n= 1 ist, wenn » die kleinste ganze Zahl = 7 
3 


bezeichnet, 
a | 1 a 12 +. 
59 STE 3 + FT ar — — —= 
G5) es ni  Nn=vn  v er Vr Vn 
und 
Inlest [n] dé SS e 
<f + =2VE<2Vr 
0 


P(y, a, b) dy 


R|n 


P(y, a, b)dy = 4 


M8 
Her 
H 

a|n 


ee) ne OO 
rep F P(y,a,0)dy+2 YX P(y, 0, b) dy, 
a=1v0 b = 1/9 


vorbehaltlich des sogleich zu erledigenden Beweises der absoluten 
Konvergenz. Aus Hilfssatz 8 folgt, mit Rücksicht auf (55) und (56), 
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© rruanal< Se he 
a,b—1}V9 LA 85 :a bd bp? 8:40 gb 
: & 1 # 
ie ra Dre + 
2,425 b? 2,2,,2, 3 
LAS Lee 1 1 RUE 1 
<= 5 ne ee + ee 
8 2, 8 2, pi 2 es 2,5 
Lr900 3 3 3 RENE OUT LUE LE 
D ie Or ed 2 = Se 
ferner 
| 1 OO 
>> [ *rP0a 04 = D oo 
a — ad—1 a" 3 
und 
= += RNA LEU ON ee 3 
EP 0,8) Det het; 
zusammen also 
il 
OO Eee 
S" If ra ER 
a,b——co 0 | 2 2 2 


Schluss des Beweises des Satzes 1: B(y) sei für [y] < 1 die 
Anzabl der Gitterpunkte in G,; 1(y) der Inhalt von G,; 
Q(y, m) — > P(y, a, b). 
[al = m 


Em 
Für jedes » ist Q(y,m) stetig in y, ferner in "” und y gleich- 
mäfig beschränkt, weil nach Teil 1 von Hilfssatz 6 


[QG m)] < 82% (Fe) + y) < 82 w (f(w) + 1) 


ist. Für jedes y bis auf endlich viele liegt auf dem Rand von &@, 
kein Gitterpankt; nach Teil 2 von Hilfssatz 6 ist also für diese y 
lim Q(y,m) = B(y) 
m —= 

vorhanden und offenbar stetig (weil in einer Umgebung konstant). 
Für —1<Yy,<y,<1 ist also nach dem Arzelà-Osgoodschen 
Satz, wenn das Intervall y, = y = y, keinen der Ausnahmewerte 
enthält, 


: Ya Yz | 
im [ QU.may = [Ba 
ME OO e y, Yi 


ILE 
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Hieraus folgt, Vue der Pro Beschränktheit von 
Q(y:m), TR 


- sa eee 
(87) lim 7 Q(y,m)dy = 3  B(y) dy. 
m = 00 V9 0 | 
Nan ist 
pe +. 
f'euma = > [2004 
0 [al < m V9 
| [db] = m ? 
= es 
= 1e F1O+ .[ ‘Puana 
: RE 


Hieraus folgt, mit Rücksicht auf Hilfssatz 9, 
Re Le | 
 f FQumay- [7° To)ày| < 28: 
0 0 
in Verbindung mit (57) ergibt sich also 


(88) e nou [** 1) 282 


Weiter ist wegen (53) 
rene =), 


[ ET GO 10)àv 


S% a 
Aus (58) und (59) folgt 


<2B2+5e< 99, 


run 

[204710 
| Vo . 

also, weil B(y) mit wachsendem y nicht abnimmt, 


1 
0 SE 
10) 292 < 2 f Bd = BO£: [ * D (y) dy < 1(0)+ 294, | 
1 0 


æ 
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woraus sich ergibt 


|B(G)— I(G)| = |B(0) — 1(0)] < 292 < 422, 


$ 2. 
Bei der Voronoïschen Abschätzungsmethode benutzen wir 
Fareyreihen. Unter der zu z gehôrigen Fareyreihe verstehen 


wir die wachsend geordneten reduzierten Brüche © mit 0 ED 


B 


[2]. (Es handelt sich also um _. die echten reduzierten Brüche 


mit Nenner = 2 und 3 Für zwei Nachbarbrüche F Z D der 
zu z gehôürigen Fareyreihe ist bekanntlich®!) a«ff—-«'B = +1. 


Es werde &] = M und Ë 1 — M' gesetzt. Wegen B=2 
b* à 
ist M1; ne BP <2 ist M'Z1. Zwischen die Nachbar- 


brüche ne EE ÿ der Fare yreiïhe lege man die ab- oder zunehmend 
geordneten ,Medianten“ 
+ Ma a'+(M—1)a A +2 d'+u 2a'+a 7 Mate, 
B+MB’ B+(M—-1)6 ” p+2p? B+B 26 +B' ” M'B +6) 


’ 
; œ Lt : : : CE 
zwischen — und —; ist also mindestens eine Mediante, nämlich 


B B 


. interpoliert*?). Wenn man die Brüche der zu z ge- 
hôürigen Fareyreihe und die Medianten wachsend ordnet und mit 
_ bezeichnet, erfüllt jedes Paar von Nachbarbrüchen Le. 
dieser Reïhe die Beziehung ab'—a'b — +1; denn tu Beschrän- 
kung der Allgemeinheit betrachten wir die Strecke 5 bis SE 


a+Ma ‘oder (4 qu SAGE D L 1) g 
B' B'+MB B+@+1)6 
21) Vergl. z. B. P. Bachmann, Niedere Zahlentheorie, erster Teil (1902), 


S. 121—124; Teubner (Leipzig). 
22) Bis jetzt hat man bei diesen Problemen immer nur eine Mediante, 


die Brüche sind dann entweder 


nämlich ESS interpoliert. Die Einführung obenstehender Medianten ist das 
wesentliche der hier gegebenen Vereinfachung der Voronoïschen Abschätzungs- 
methode. 
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CHI G<G< M1), und es ist 


B'+q8 
a «'+Ma AL. 4 SPA 
B B'+MB B P 
«'+(g+l)a «'+qa eu «'+qa M Le ee. 
B+(4+D8 B'+98 B B'+qp B B 


Wegen O0 f'(u) <1 kônnen wir aus der von den Brüchen 
_ gebildeten Reïhe einen Teil 


a UA n 
te er LU (n = 1) 


herausgreifen, für den = _ rs )= _ und _. E& # OS 
ist; hierbeï ist : Se 


(60) Un Vu — Gun = À LEmnm=N). 
Es sei G der in Figur 10 gezeichnete Bereich C(DEF; es sei 
$8, A<m<n—1) der Punkt auf ED, in dem f'(u) — . ist, 


und es sei S, — E, S, = D 
(für n = 1 gibt es also kei- 
nen Punkt S, zwischen E 
und D). Wir ziehen durchS,, 
(0Z=m = n) die Gerade —a,,u 
+0d,,v— constans. Für 1=m 
Æ<n—1 ist dies die Tan- 
PO der Kurve ED; TE 
P=<r(S) wû U£< 
liegt auch die in E nach ne 
und die in D nach links ge- 
zogene Hilfslinie unterhalb 
. Bogens ED. Es sei 
P, 1=mÆ=n) der Schnitt- 
punkt der beiden durch S,,., 
und S, gezogenen Geraden. 
Dann ist G die Summe eines 
Polygons G’ und einer An- 
zahl von Segmenten. Es bedeute B(G') die Anzahl der Gitter- 
punkte von G'; falls G, das Segment S,., 8, P,, I(G,,) seinen 
Flächeninbalt und B(G,,) die Anzahl seiner Gitterpunkte bezeichnet, 


D 
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wobei die Gitterpunkte auf den Strecken S,., P, und P,8,, nicht 
mitgezäblt werden, so ist 


G1) B(G-—1(6) = B(G-1(6)+ Ÿ (B(G)-1(6.). 


._ Betrachten wir zuerst das 
Segment G,, (Figur 11}. Es 
OMS PE 0 ndiè - Projek- 
tion bezw, von S,,, P,, S, 
auf FC. Nach Voraussetzung 


RATER 
ist für = u, <u, = 10 


2 
f'Cu)= fu) 1 
U, —U, 


Daher ist die absolute Diffe- 
renz von f’(u) in den Punkten 


S, und $,,-, grüBer als Des 


und da die absolute Differenz Sn; Be. Se 
von f'(u) in diesen Punkten 
wegen (60) hôüchstens s — Fe Nr L n ist, hat man 
3 3 8 
2 Ro Pres ou 
(6 ) fs Dn b b., ? D 15 ee Ds b,, ) 15 Da ne db b,, 
Zwischen Sue (exkl.) und P, (exkl.) ziehen wir alle Strecken 


—au+b,0 = PAPE 2 wo ©, eine ganze Zahl ist; es sei 

Le Länge dieser Strecke tnt Gn In der Figur ” v = 3 
os tre es ist môüglich, daf es keine Ée Strecke im Innern 
von G, gibt; dann ist v — 0. Diese Strecken sind parallel zu 
S,P, und schneiden für » = 1 von S,,P, Stücke ab, welche mit 
Ausnahme der beiden äufersten (eventuell kürzeren) die Länge 
Va,_,+0?_, haben. Wegen (62) ist daher 

! 23 

(63) v<1+ re, Pare le, Fulu < 1 + Fer 
Um die Anzahl der Gitterpunkte auf einer dieser Strecken zu 
berechnen (wo eventuell die Gitterpunkte auf der Kurve zwischen 
S,_ und $, mitgezählt werden, aber die etwaigen Gitterpunkte auf 
s.. PE KA nicht), bemerke man, da der Abstand zwischen zwei einander 
folgenden Gitterpunkten auf einer Strecke den Wert \/a, +07, hat, 
sodaB die absolute Differenz zwischen der Anzahl der Gitterpunkte 
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hôchstens list. Da G. keine anderen 


auf der Strecke nid En 
Var, +03, 


Gitterpunkte im Inner oder auf der Lo zwischen S,_, und S, 
enthält, so ist wegen (63) 


BD) 2 BOL n pie SIN DNS 
SEAT en an bn 
Das Segment G,, ist durch die Strecken in » +1 Teile zerlegt, 
welche wir H,, H,,..., H, nennen wollen, wo die Strecke mit der 
Länge !, die Teile H,., und H, trennt (1=u=y). Da der Ab- 
stand zwischen zwei einander folgenden Strecken —— Fe B. ist, S0 
hat man 
ie l 
Di pe Mot 
Va, + b?, ( L Va? +0, ( u ) 
l 
a US 
a 
ns 2 I(H)Z0, 
Van +0, 


0 = 1, ; SEP 
— Va +! | Var ni 
Hieraus folgt durch-Sammation 
Sy 1 Ls SE, 
; Ee = l— — 
Va, a, 2 Var = EEE 2e Va +5, 
Dabher ist, mit Rücksicht auf (62), 


D y SSP) # 
Der 1,—1(4,)| = ils" : 
Te a po Wu 3, de Vai, + LE, be b m—1 0, 
also nach (64) 
(65) PACA ICNIESES HS LME 
m. b a be, 


Wir werden jetzt B(G')—1(G') abschätzen. Die Eckpunkte 


von G wollen wif 
PEN OT PRENDRE CET 


nennen. Ferner führen wir (siehe Figur 12) auf folgende Art die 
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Punkte Q!, Q!,..., Q,, auf FC ein: Q! liegt môglichst weit nach 
rechts, aber nicht rechts von P!, derart, da die Länge von Q,Q! 


Fn+1 


: : : : P nt 
Go Q: Qo Q> Qn+1 
durch à, teilbar ist; Q! liegt also zwischen Q; und P! (inkl. Grenzen). 
Q! liegt wieder môglichst weit nach rechts, aber nicht rechts von 
P!, derart, daf die Länge von Q, O0; durch b, teilbar ist; Q! liegt also 
zwischen Q! und P, (inkl. Grenzen), kann aber links von P' liegen. 
Allgemein: Für 1=m=n+1 liegt Q/, môglichst weit nach rechts, 


aber nicht rechts von P},, derart, daf die Länge von Q!,,Q!, durch 


b,_, teilbar ist; Q!, liegt also zwischen Q,,., und P’, (inkl. Grenzen), 
kann aber links von P,,.,, sogar links von P},,, usw. liegen. Es ist 


; (66) Qu Le <= Ds (1 = m _ n F D 


Da der Punkt Q! seine Abszisse = 4 (mod.1) hat, ist dies auch 
der Fall bei den Punkten Q;, Q;,..., Q,.. 

Es sei Q, der Punkt auf À, P, mit der Projektion Q!; es sei 
Qu bezw. R, (1<m<n) der Punkt auf P,,, P, (oder auf der 
Verlängerung) mit der Projektion ©,.,, bezw. Q,. Da sich B(G) 
— 1(G') durch eine ganzzahlige Verschiebung des Streckenzuges 
R,P,,, parallel zur v-Achse nicht ändert, künnen wir ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit die Punkte R, sämtlich oberhalb 
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QP,,, voraussetzen. Es bezeichne 7, (0 =m=n) das Trapez 
ER, Qu Qui Qu) und T das Trapez Q,, 0 Pl, Pa Da das 
Polygon die Summe ist der Dreiecke Q,,R, P, (1=m=n), der 
Trapeze T, (0=m=n) und des Trapezes 7, und da die durch 

n AŒÆZmÆ=n+1l) parallel zur v-Achse gezogenen Geraden keine 


Gitterpunkte enthalten, so ist 


B(G)-1(G)— À (B(QRP,)-I(QR,P.) 
(67) ee 1 


falls die etwaigen Gitterpunkte auf Q, P, (1=m<n) bezw. auf 

Ru Qnu (0ZmE£n) zu Q,R,P, bezw. zu T, gezählt werden. 
Es ist für 1=m=n 

PE GE vos De On F ; _ und Vr " Urn = Qu re d = >) 


m 
b, nt m 


also nach (60) und (66) 
Lo Qu Ë, Le Fos ere TH Qu PF, (3 = ee = Qn En LS - 


e b Di s50 b 


m—1 M1" M m 


und 


(69)  I(Q,R,P,) — ts RO D UNE 


m m b m—1 
M m 


Die zwischen Q, (inkl.) und ZX, (exkl.) gelegenen Strecken 
—4nau+0,_,0 = ganz (siehe Figur 13) sind parallel zu Q,P, 
und schneiden, falls ihre An- 
zahl ="; ist "yon OR 
Stücke ab, welche mit Aus- 
nahme der beiden äufersten 
die Länge — haben, so- 
da8 ïhre Anzahl wegen (68) 
jedenfalls kleiner als 
1 mr UE L Q» E, el EN ce 


m 


ist. Die Länge jeder der 


24) Falls Q, — Qwy ist, also das Trapez T,, in eine Strecke degeneriert, 
ist die folgende Abschätzung für B(T,)—I(T,) unnôtig, da diese Zahl dann 
einfach Null bezeichnet. Ahnliches gilt vom Trapez T und von den Dreiecken 
Qu Rs er 
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Strecken ist wegen (66) hôchstens 


! PS: : = 
Qu En Von FE, < VE FE: 


m—1 


da der Abstand zwischen zwei einander folgenden re 
auf jeder Strecke \/a?,_,+6°,. ist, enthält jede Strecke hôchstens 
einen Gitterpunkt, sodaf 

POE Poe 


M 


ist. Hieraus folgt, mit Rücksicht auf (69), 
b 
(70) IBQ,R,P,)—1(QUR, PA) <1+ 2. 


Wir betrachten jetzt das Trapez T, o < <m£n) Ale 
Strecken w — ganz + 1 
innerbalb 7, lon 
dieses Trapez in Trapeze 
(siehe Figur 14), deren 
Flächen gleich der Länge 
der zu diesen Trapezen 
gehôrigen Mittellinien « 
— ganz sind. Hieraus 
folgt: Die Summe aller 
innerhalb 7, gelegenen 
Strecken w — ganz ist 
gleich dem Flächeninhalt von 7, 

Es sei nun —a,u+b,v — c die Gleichung von R,0,,,; die 
Anzahl der Gitterpunkte auf der Strecke u = % (k ganz) inner- 
halb 7, (die etwaigen Gitterpunkte auf Æ,Q,,, mitgezählt) ist 


ES und die Länge jener Strecke ist FE er, Te 
ist also 


C+auk C+amh 1 
(71) B(T,)=I(T,) = (| b |- ep 2) 


m m 


erstreckt über alle ganzen k, für welche die Strecke « — k inner- 

halb T,, liegt; 4 durchläuft also Q/, Q’,,, aufeinanderfolgende ganze 

Zahlen, und da Q!,Q,,, durch b, teilbar ist, durchläuft XÆ (also 

On Qne 
b 


auch a,k+[c] = À) genau mal ein vollständiges Rest- 
system mod.b,. Da [y]—y die Periode 1 hat, ist nach (71) 


Qu Qu” — ee [e] + h (és [c] + h 


ED = fe et] fe à) 


== 0) m mn 
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Die letzte Summe ist 


h—0 bu 
also absolut <1, sodaf nach (72) 


(73) (BL) ILNE BE (O£Lm£En) 


(8 


ist. Nun ist (siehe Figur 12) erstens nach È 2) 


Da A ed 9 RE » 1 
QQ=QPr, LD M F5 


DRE Ce este 


also nach (73) 


(74) FPE CNET 
zweitens nach (66) und (62) 
Qu Qu EQS, = Qu Ps + PS ban + pr 
also nach (73) 4 
(75) FICAES CARRE 


drittens nach (66) und (62) für 1=m=n—1 
Qu Qui = On Per 


LES Open 
mé © P, 7 Pr à + Pan Fm 5 bn LE di CARTE 7e b, bi è 
also nach (73) 
b 2° Ci 
me m1 nets 


Auf dieselbe Art wie (71) eue man 


B(D-1(n = »([ et] et +), 


erstreckt über alle ganzen #4, für welche die Strecke u — X inner- 
halb T liegt. Da der Absolutwert jedes Gliedes der letzten Summe 
Æ< +4 und die Anzahl der Glieder nach (66) gleich @,,, P,,, < b, ist, 
findet man 
(77) IB(T)—1(T) < 30, 
Aus (67), (70), (74), (75), (76) und (77) folgt 
[B(G') —1(&)] 
CEPRRS I E Fe TE l 
ENTER TE PAR Der ai 


m Mm—= 1] m1 b, m=0 mn °mH 


AE: LE 
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und hieraus ergibt sich, mit Rücksicht auf (61) und (65), 

Fr I(G)| 
b,.. 3 23 Din 2° ik 
DD: > bands, +5 nn Ne 


m 


| _ 
(78) <2n+- D 
rie 


Hierin ist # die Anzahl der Brüche 1 (Æ=m=n) -Jeder 


D 


dieser Brüche liegt in einem Intervall —- 5 (xkl. die untere, 


H HP 
inkl. die obere Grenze), wo É und _. zwei te der 


zu % RE Fareyreihe sind Dies Intervall enthält 


M — F5 ]<< — Brüche 7 und zu een B re 2p(B)< 28 
ess 3 

die Eulersche Funktion ist) Int le“, “+e 
(wo (8) die Eulersche Funktion ist) Intervalle B° PB 
= (Z£mÆ£n). Wegen B<=|[:] 


3 1 
ro) 2 B° mn 


, also 


hüchstens 28- 


ist also 
(79) ns D) — 0.22 — 47, 


Ferner betrachten wir die Summen 
2) n—1 3 
b 2. SRE 


ñn 
80 M) ?=——— und 
(80) 2 5. 2er D 


FLOU ME) 
m —= m—=1l "m-1"mn m—= 0 by GR ; 


ausgedehnt über die Werte von », für die e A=mÆ=n bezw. 


m 


OZm=n—1) ein Bruch % der zu + gehôürigen Fareyreihe ist. 
Dann hat b,., bezw. b,,, die Gestalt B'+ MB, wo M — Ê | 


und ra der in der Fareyreihe links bezw. rechts gelegene 
Nachbarbruch von < ist. Wegen B = 2: und B <=: ist erstens 


b 


und zweitens ist b,, bezw. b,.,, grôfier als 


MB = Ê [= RER 
fi 
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sodaf 


2 cu mes 2 2x 
(81) DE bezw. Be. 510 kleiner als Me = — 
2° 


ID Ans SD folgts das jéd8 dér Sinon 0) ot a ue 
6° 


ist, erstreckt über die Nenner B aller Brüche Eu welche Fe der 


B 


z gehôrigen Fareyreihe vorkommen und den Wert re (LE 
<n bezw. 0=m=n—-1i) nue Zu jedem dieser B gibt es 


ñn 
sowohl in Ÿÿ als auch in 15 hôchstens (8) = B verschiedene 
nu] m = 
Brüche 3 da ;. und - nicht beide in Betracht kommen. Wegen 


B= [2] ist 


[2] [2] 
D 
p B° ER B° ê = ] B° 
Hieraus folgt 
_ 1 
B2D Pa + SE + + 5 7 3.227.922 — 12%. 
MIA m M 10 m1 °m by m+1 


Wir betrachten endlich die Summen 
ÿ DE >. LES es 
m = 1 b 3 m = 1 b b, m —= 0 b, br 


Re . FL : ' 
erstreckt über die Werte von », für die -” nicht in der zu z 


gehôrigen Fareyreihe vorkommt, also b, —zist. Dann ist ent- 
weder b,_, <b, oder es ist 
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und 
N— 1 2228 gan—l 1 nl}, a a a 
85 G < — — — mti 5) —: (ee -;) 
( ) nà 0 br, bus z nà 0 b, m+1 nÀ 0 be b,, b, b, 
SchlieBlich ist, wenn %n zwischen © und SALE Grenzen inkl.) 
by B B'+p 
liegt, 
(86) D <B+MB<e+tÉ <itc0n 


p° 
Aus (78), (79), (82), (83), (84), (85) und (86) folgt 
[B(@—1(G)<(2-4+3-12+4.8+9+44+42)4 — 42! 
q. e. d. 


Ueber die horizontale Bewegung der Inselreihen 
in den Molukken. 


Von 
H. A. Brouwer in Delft. 


Vorgelegt von H. Stille in der Sitzung vom 4. Juni 1920. 


In einer Abhandlung ,Alte und junge Saumtiefen“ ') wird mein 
Erklärungsversuch der jüngsten Gebirgsbildung in den Molukken ?) 
von H. Stille einigermafen ausführlich besprochen. Er meint, 
daf diese jungen Vorgänge nicht, wie die tertiäre Faltung, mit 
Bewegungen in der Richtung auf das Vorland verknüpft waren 
und da meine Auffassung gegenüber der seinigen, nach der die 
äuBere der heutigen Inselreihen schon von vornherein die heutige 
Anpassung an das Vorland erfahren hat, recht unwahrscheinlich ist. 

Ich môchte meinen Auseinandersetzungen von 1917 einige 
Tatsachen hinzufügen, die mich zu gerade der umgekehrten 
Meïnung als der von Stille ausgesprochenen führen werden. 

Wenn der zur heutigen Inselreihe gewordene Gebirgszug 
schon von vornherein seine, durch zahlreiche starke Umbiegungen 
gekennzeichnete, Gestalt gehabt hätte*) und also keine Bewe- 
gungen in der Richtung auf das Vorland stattgefunden hätten, 
dann würden auch die mit diesen Bewegungen verbundenen Brüche 
in den oberen Teilen der Kruste nur durch die vertikalen Be- 
wegungen Stille’s entstanden sein künnen. Unter den Bruch- 
bewegungen der jüngsten Phase der (ebirgsbildung kommen aber 
ohne Zweiïifel zahlreiche, mehr oder weniger horizontale Ver- 
schiebungen vor, die nach meiner Ansicht nur dadurch entstanden 


1) H. Stille, Alte und junge Saumtiefen. (Nachr. von der Ges. d. Wiss. 
zu Gôttingen. Math.-phys. KI. 1919, $. 22—25.) 

2) H. A. Brouwer, Über Gebirgsbildung und Vulkanismus in den Molukken. 
(Geol. Rundschau 1917, S. 197 ff.) 

3) Vgl. die Figur auf $. 203 meiner oder die Figur auf $S. 23 der Stille’schen 
Arbeit. 
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sein kôünnen, daf die werdende Geantiklinale sich mit einer Ge- 
schwindigkeit von wechselnder Grüfe auch in horizontaler Richtung 
bewegt hat. 

Gerade da, wo südüstlich von Timor die SW—NO verlaufende 
Grenze des Vorlandes nach SO scharf umbiegt, liegt die Insel 
Kisser unharmonisch, isoliert und weit nürdlich von der Inselreihe 
der Sermata-Gruppe. 

Die geologische Zusammensetzung von Kisser stimmt z.T. mit 
der von der westlichen Insel (Letti) der Sermata-Gruppe überein und 
die nürdliche Lage der Insel Kisser kann durch die Anwesenheit 
von horizontalen Verschiebungen, gerade in der Verlän- 


gerung des SO—NW verlaufenden Schenkels des 


rechten Winkels in der Begrenzung des Vorlandes, 
erklärt werden. 

Die aneinander grenzenden Inseln der Sermata-Reïhe zeigen 
in geologischer Zusammensetzung in geringer Entfernung sehr 
starke Unterschiede, und hieraus muB wieder auf die Anwesenheit 
von, wenn auch zum Teil schon älteren, horizontalen Verschiebungen 
auf und zwischen den Inseln geschlossen werden. 

Man braucht nur einen Blick zu werfen auf eine Karte mit 
Meerestiefen der Molukken'), um auf horizontale Verschiebangen 
in der Nähe der Babar- und Tenimber -Inselgruppen zu schliefien. 
Die Bedeutung dieser Verschiebungen für die Beurteilung des Be- 
wegungsbildes der Greantiklinalen wird durch mehrere Beispiele 
an andrer Stelle erôrtert werden, der Zweck dieser Mitteilung ist 
nur die Feststellung, daf horizontale Bewegungen in den Insel- 
bôgen der Molukken stattgefunden haben. Zu $. 25 der Stille’schen 
Arbeit schlieflich noch die folgende Bemerkung: Von mir wurde 
auf starke horizontale neben vertikalen Bewegungen bei den Kei- 
und Tenimber-Inseln geschlossen, von Stille werden diese Bewe- 
gungen nur als starke vertikale aufgefalit. Stark sind nun aber 
die vertikalen Bewegungen an diesen Stellen gewif nicht gewesen, 
was aus der Hühe, zu der Riffkalke gehoben sind, abgeleitet 
werden kann. Gerade da wo keine nennenswerten horizontalen 
Bewegungen stattwefunden haben, tritt die starke vertikale Be- 
wegung an ihre Stelle, wie auf Timor. Hier treten keine Trans- 
versalbrüche in den Vordergrund, wohl aber longitudinale Brüche, 
die ein langgestrecktes Becken, das sich in der Mitte der Insel 
parallel den Küsten fortsetzt, begrenzen. 


1) Vgl. z. B. die Karte in G. F. Tydeman, Hydrographic results of the 
Siboga Expédition. Leiden 1903. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1920. Heft 2- 12 


Die angebliche junge Vorwärtsbewegung im 
Timor - Ceram - Bogen. 


Von 


Hans Stille. 


Im Anschlu an die vorstehend abgedruckte Mitteilung von H. A. Brouwer 
über ,die horizontale Bewegung der Inselreihen in den Molukken“ 


vorgelegt in der Sitzung vom 4.Juni 1920. 


Ein jugendliches Abbild jener Verhältnisse, die im Gebiete 
des Alpenbogens in der mesozoischen Zeit geherrscht haben, hat 
Argand') in Morphologie und Bau der Molukken erkannt; andere 
Forscher sind ihm darin gefolgt, so H. A. Brouwer*°), und 
auch ich schliefe mich im grofien und ganzen Argand hierin an. 
Nach seiner Auffassung bilden sich, wie in den Alpen in der meso- 
zoïschen Zeit, so heute in den Molukken Geosynklinalen und Ge- 
antiklinalen fort. Sie sind bogenformig gestaltet, und zwar sind 
die hauptsächlichen Geantiklinalen der (äuBere) Timor -Ceram- 
Bogen und der (innere) Bogen der jungen Vulkaninseln. Das 
tektonische Vorland dieser Bôgen, vergleichbar dem nôrdlichen 
Vorlande der Alpen, bildet nach der Darstellung Brouwers der 


teils übermeerische, teils flach überflutete Sockel, der Australien . 


einschlieflich der Sahul-Bank, den ôstlichen Teil der Arafura- 
See, die Aru-Inseln, Neuguinea und einige Inseln westlich davon 
umfaft (vgl. die Reproduktion der Brouwer’schen Skizze des 
Molukkengebietes in diesen Nachrichten für 1919, $. 859). 


1) E. Argand, Sur l’arc des Alpes occidentales. Eclog. geol. Helv. XIV, 
S. 145 ff, 

2) H.A.Brouvwer, Über Gebirgsbildung und Vulkanismus in den Molukken. 
Geol. Rundschau 1917, Bd.8, S. 197—209. 
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Die für die jungen tektonischen Vorgänge des Molukkengebietes 
vergleichsweise heranzuziehenden Bewegungen vollzogen sich in 
den Alpen in der Trias und im Jura auch nach Brouwer (1 c. 
S. 205) ohne Wiederaufleben der im Jungpalaeozoïikum voran- 
gegangenen gebirgsbildenden Vorgänge, und erst in der Kreide 
und im Tertiär treten wieder intensivere gebirgsbildende Vorgänge 
ein. Die alpinen Vorgänge in der lrias und im Jura sind also 
auch nach Brouwer nicht der Art nach die Fortsetzung der 
jungpalaeozoischen; die jungpalaeozoischen waren orogenetischer, 
die alt- und die mittelmesozoischen rein epirogenetischer Art. 

Diese scharfe und vor allem auch zeitliche Unterscheidung 
von 

1. orogenetischen Vorgängen, die zu starken Faltungen und 
Überschiebungen in der Richtung auf das Vorland führten, 
und 

2. epirogenetischen Vorgängen, die sich im wesentlichen in 
vertikalen Hebungen und Senkungen (Bildung von Geosyn- 
klinalen und Geantiklinalen ohne eigentliche Faltangs- und 
Überschiebungsphänome) äuBerten, 

muB m.ÆE. auch bei der Erklärung der Verhältnisse im Malayischen 
Archipel innegehalten werden, wie ich schon an anderer Stelle 
ausgeführt habe”). 

Bis zu einem gewissen Grade tut das auch H. A. Brouwer, 
indem er 

1. die ,tertiären gebirgsbildenden Vorgänge“ (1. c. S. 198), und 

2. die ,jüngsten gebirgsbildenden Vorgänge“ (1. c. $. 202) 

unterscheidet. Aber er glaubt, daf die ,jüngsten gebirgsbildenden 
Vorgänge“ nicht auf vertikale Hebungen und Senkungen be- 
schränkt sind, sondern daf der infolge der ,tertiären gebirgs- 
bildenden Vorgänge“ sehr intensiv gefaltete und vorlandwärts 
überschobene Ceram-Timor-Bogen auch noch bei den ,jüngsten ge- 
birgsbildenden Vorgängen“ in Vorwärtsbewegung gegen das Vor- 
land begriffen sei, wie er vergleichsweise für die Alpen, zwar 
nicht für die Trias- und Jurazeit, wohl aber für die Kreide- und 
Tertiärzeit, mit Argand u. a. annimmt. Die junge malayische 
Gebirgsbildung soll sogar dem Vordringen der penninischen Über- 
schiebungsdecken der Alpen in die Vertiefungen zwischen den 
autochthonen hercynischen Massiven, wie zwischen Montblanc- und 
Aarmassiv, vergleichbar sein. Diese Annahme einer jugendlichen 


1) H. Stille, Alte und junge Saumtiefen. Diese Nachrichten f. 1919, S. 356 
(S. 20 d. Sep.-Abdr.). 
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Vorwärtsbewegung der Inselkränze gegen ihr Vorland habe ich 
(L. c.) als unbewiesen abgelehnt; ich habe ihr die andere Auffassung 
gegenübergestellt, daf nämlich der Bogen der Molukken, und in- 
sonderheit der äufere Bogen, die nach Brouwer für das Jugend- 
liche der Vorwärtsbewegung sprechende starke Anpassung an die 
Kontur des Vorlandes schon durch die tertiären Faltungen er- 
fahren hat. 

Solange nicht eine gegenteilige Auffassung einwandfrei be- 
wiesen ist, liegt keine Veranlassung vor, für einen Einzel- 
fall einer allgemeineren Erscheinung eine andere Erklärung wie 
diejenige, die sonst ganz allgemein für die betreffende Erscheinung 
als zutreffend erachtet wird; zuzulassen. Die allgemeine Er- 
scheinung ist in unserem Falle eine gewisse Parallelität zwischen 
Gebirgsbügen und ihren Rahmen. Die Erklärung dafür ist, daf 
die Falten sich bei ihrer Entstehung der Kontur des präexistenten 
Rahmens anschmiegen. Nichts spricht dagegen, diese Er- 
klärungsart auch für den Einzelfall des äuBeren Molukkenbogens 
anzunehmen. | 

Will Brouwer für diesen Einzelfall der allgemeinen Er- 
scheinung eine abweichende Erklärung geben, d.h. will er die An- 
schmiegung des zur Inselguirlande gewordenen Gebirgszuges an 
sein Vorland als Ergebnis von Vorgängen, die nach der Faltung 
eingetreten sind, deuten, so muñ er dafür unzweideutiges Beweis- 
material beibringen. ÆErbringt er dieses nicht, so ist keine Ver- 
anlassung, den Sonderfall anders wie ganz allgemein derartige 
Fälle zu beurteilen. 

Solches unzweïideutige Beweismaterial vermifite ich in der 
Brouwer’schen Abhandlung aus dem Jahre 1917. Solches ver- 
misse ich auch in der vorstehend abgedruckten Brouwer’schen 
Mitteilung über die horizontale Bewegung der Inselreihen in den 
Molukken; in ihr weist er auf Querverschiebungen, insbesondere 
im Gebiete der Sermata-[nseln, die dem Timor-Ceram-Bogen an- 
gehôüren, und auf solche zwischen den Sermata-Inseln und der Insel 
Kissar, hin.  Dabei soll letztere Verschiebung gerade in der Fort- 
setzung des Schenkels des einspringenden Winkels liegen, den der 
Vorlandsrand ôstlich der Sahul-Bank beschreibt. Zugegeben, daB 
diese Querbrüche innerhalb der Inselreihe wirklich vorhanden und 
wirklich durch ungleiche Südbewegung der Bügen entstanden 
seien, — was Brouwer anscheinend demnächst durch Verüffent- 
lichung von weiterem Beobachtungsmaterial erhärten will —, so 
ist damit noch lange nicht zuzugeben, daf sie mit den säkulären 
Bewegungen der jüngsten geologischen Zeit entstanden 
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sind. Sie kôünnten z.B. sehr wohl älter sein, und zwar entstanden 
zur Zeit der miocänen Faltung, vielleicht infolge damals ungleich- 
mäBiger Vorwärtsbewegung der rahmenwärts strebenden Falten; 
sie kônnten aber auch in einer jüngeren orogenetischen Phase 
entstanden sein, vielleicht derjenigen, für die auf Timor man- 
cherlei Anhaltspunkte gegeben sind, (vgl. H. Stille, Saumtiefen, 
Sep.-Abdr.S.20). Die ,jüngsten gebirgsbildenden Vorgänge“ hätten 
in diesem Sinne Hebungen und Senkungen eines nicht nur gefalteten, 
sondern auch schon durch Querverwerfungen durchsetzten und an 
solchen in sich verschobenen Grebirgsstreifens betroffen. Auch 
Brouwer gibt ja in der vorstehend abgedruckten Mitteilung die 
Môglichkeit zu, da die horizontalen Verschiebungen auf und 
zwischen den Inseln wenigstens zum Teil schon älter seien. 
Ob er für den übrigen Teil derselben das Gegenteil wird un- 
anfechtbar beweisen kônnen, bleibt abzuwarten. 

Übrigens steht Brouwer nach dem zweitletzten Satze seiner 
vorstehend abgedruckten Mitteilung der von ihm im ersten Absatz 
derselben Mitteilung zwar als ,recht unwahrscheinlich“ bezeich- 
neten Auffassung, ,nach der die äufere der heutigen Inselreihen 
schon von vornherein die heutige Anpassung an das Vorland er- 
fahren hat*, m. E. nicht ganz fern. Jedenfalls sollen nach ihm 
gewisse Stücke des äuferen Inselbogens, wie Timor, durch die 
rjüngsten gebirgsbildenden Vorgänge* nicht nennenswert hori- 
zontal, sondern im wesentlichen vertikal bewegt worden sein, 
d. h. sie sollen noch jetzt diejenige Lage zum Vorlande be- 
sitzen, die ihnen die miocäne Faltung gegeben hat; andere 
Stücke sollen allerdings gesteigert vorwärts und dafür weniger 
in vertikalem Sinne bewegt worden sein, u. zw. besonders solche, 
die gegenüber Einbuchtungen des Vorlandes liegen. Wenn aber 
in einer Inselguirlande gewisse Stücke noch ihren alten Platz 
haben, so ist doch die ganze Grundform, d. h. die allgemeine 
Anpassung der Inselguirlande an die Konkavität des Vorlandes, 
alt, und die jungen Bewegungen haben nur ergänzend eine 
Spezialanpassung einzelner Teile an ürtliche Einbuchtungen des 
Vorlandes bewirkt. In diesem Sinne dürfte Brouwer (1917, 
S. 206) m.E. auch nicht sagen, daB das im Miocän überschobene 
Gebirge die Umbiegung des Timor-Ceram-Bogens bei den Kei- 
Inseln noch nicht gekannt hat, sondern hôchstens, daf es die 
jetzige, stark ausgesprochene Vorbiegung in der 
Umbiegangsregion noch nicht gekannt hat. 

Wenn Brouwer nun als Fortgang der ,jungen Bewegungen“ 
die Verschmälerung der Seebecken zwischen den Inselguirlanden 
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sowie zwischen der äuferen Guirlande und dem Vorlande und als 
Endziel die Aufschiebung der Massen der Inselreihen auf das Vor- 
land vor Augen hat (1917, S. 206), so machen jedenfalls Bogen- 


stücke wie Timor nach seinen eigenen Ausführungen bisher noch . 


keine Anstalten, sich an diesem Proze$ zu beteiligen. Übrigens bin 
ich nicht abgeneigt, den Bügen des Malayischen Archipels und :in- 
sonderheit dem Timor-Ceram-Bogen eine ähnliche Zukunftsprognose 
wie Brouwer zu stellen; aber sie wird m. E. nicht durch säculäre 
Bewegungen, wie sie jetzt im Gange sind, verwirklicht werden, 
sondern nur durch orogenetische Vorgänge, die, wie in der Tertiär- 
zeit, so auch in Zukunft episodisch wohl einmal wieder ein- 
setzen werden. 

Noch in einer anderen Mitteilung, betitelt ,On Reefcaps“!), 
hat H. A. Brouwer die jungen Bewegungen in den Molukken 
als ein Wiederaufleben der tertiären Tektonik behandelt. Was 
er uns hier an positiven Beobachtungen berichtet, ist von 
grofem geologischen Interesse und in hohem Mafe geeignet, 
unsere tektonischen Vorstellungen, insonderheit über Epirogenese, 
fortzuentwickeln., Über die undatorische Verbiegung grüferer 
Einheiten, wie des Baltischen oder Kanadischen Schildes, besitzen 
wir bei Auswertung der Verschiedengradigkeit der epirogenetischen 
Vertikalbewegungen vielerlei, z. T. sogar ziffernmäfige Einzel- 
angaben, die eine ziemlich genaue Darstellung des Hebungs- und 
Verbiegungsbildes ermüglichen. Ich erinnere in dieser Hinsicht an 
die ersten derartigen Feststellungen, die schon Bravais 1842 in 
Finmarken an den Strandterrassen des Altenfjordes oberhalb 
Hammerfest machte und die zum ersten Male eine landeinwärts 
zunehmende Landhebung erkennen liefien; ich verweise ferner auf 
die späteren Darstellungen der Isobasen Fenoskandias durch De 
Geer und andere nordische Forscher. In den Molukken handelt 
es sich aber um vielfache Spezialundationen kleinen Mafstabes 
innerhalb einer grofBen und im wesentlichen sinkenden Einheit, und 
nun erhalten wir durch Brouwer auch über die Art der Erd- 
verbiegungen in solchen Fällen mancherlei Einzelmitteilungen. 
Der Verbiegungsbetrag ist hier ungleich beträchtlicher, d.h. der 
Krümmungsradius ist im allgemeinen viel kleiner, wie sich aus 
der starken Ungleichmäfigkeit der Hebungen, von der die jungen 
Saumriffe der Inseln betroffen worden sind, ergibt. Dabei ist der 
Betrag des mit der Verbiegung verknüpften jugendlichen Auf- 


1) On Reefcaps. Konink. Akad. van Wetenschappen te Amsterdam, Procee- 
dings Vol. XXI, 1918, S. 816 ff. 
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steigens im Fortstreichen ein und derselben Geantiklinale häufig 
sehr wechselnd, innerhalb des Timor-Ceram-Bogens z.B. sehr grof 
auf Timor (bis 1300 m), demgegenüber gering auf Rotti (470 m) 
oder auf Jamdena, der grôften der Tenimber-Inseln (150 m). Als 
Ausgleich dafür soll Jamdena, wie überhaupt die Tenimber-Inseln 
und wie auch die Kei-Inseln, besonders stark in horizontalem 
Sinne bewegt worden sein, und zwar im Zusammenhange mit der 
Figuration des Vorlandes, das diesen Inseln gegenüber Einsprünge 
zeigt. Aber Rotti, dessen geringe Hebung neben derjenigen Jam- 
denas in Gegensatz zu der starken Hebung von Timor gestellt 
wird, liegt nach der Darstellung Brouwers!) ebensowenig wie 
Timor einer Einbuchtung des Vorlandes gegenüber; hier ist also 
die Vorstellung des Ausgleiches der geringeren Hebung durch 
stärkere horizontale Bewegung, zusammenhängend mit der Vor- 
Jlandskontur, nicht zutreffend. 

Sodann scheint die stärkste geantiklinale Aufwôlbung nicht 
immer in derselben Linie erfolgt, sondern sich in gewissen Fällen 
seitlich verlegt zu haben, — ohne daf daraus ein irgendwie 
zwingender SchluB auf eine seitliche Verschiebung des ganzen 
Geantiklinalkôrpers abgeleitet werden müfte. 

Ferner waren die säkulären Aufwôlbungen in manchen Fällen 
asymmetrischer Art (Brouwer 1918, S. 821), wie auf den Inseln 
Rotti und Jamdena, auf deren Nordwestseite die gehobenen Saum- 
riffe ein und desselben jugendlichen Alters weit flacher zur Haupt- 
wasserscheide ansteigen, als auf der Südostseite. Diese Asymmetrie 
des Verbiegungsvorganges kann es mit sich bringen, daf gleich- 
zeitig an der Nordküste einer Insel Senkung, an der Südküste 
Hebung erfolgt; Brouwers Feststellungen über ertrunkene 
Täler im Nordwesten der Insel Jamdena sind in dieser Hinsicht 
sehr bemerkenswert. Aber ich kann Brouwer nicht folgen, 
wenn er die Asymmetrie aus der verstärkten Vorwärtshbewegung 
Jamdenas, bedingt durch Jamdenas Lage gegenüber einer Ein- 
buchtung des Vorlandes, erklären will. Soll die gleiche asym- 
metrische Verbiegung doch auch auf Rotti auftreten, ohne dañ 
das Vorland dort, wie eben schon gesagt wurde, eine Einbuchtung 
zeigt. 

Den weiteren Mitteilungen von Brouwer ist mit grofiem 
Interesse entgegenzusehen, aber ich bezweifle schon heute, 
daB sie genügen werden, die jugendliche Vorwärtsbewegung 


1) Vergl. Fig. 1 in Brouwer, 1917, S. 203 oder die Reproduktion dieser 
Skizze bei Stille, 1919, S. 359. 
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der Molukken zu beweisen. Die ganze Frage dürfte wohl über- 
haupt in den Molukken selbst schwer lôsbar sein, schon weil das 
Meer hier diejenigen Zonen verhüllt, in denen z. B. die Schicht- 
verbände nach jugendlichen Diskordanzen, wie junge Vorwärts- 
bewegungen sie herbeiführen müfiten, zu untersuchen wären. Die 
Lôüsung muB auf dem von mir in der Mitteilung über die alten 
und jungen Saumtiefen warm empfohlenen ,retrospektiven“ Wege, 
d. h. durch Vergleich mit analogen Fällen der geologischen Ver- 
gangenheit, die unserer Untersuchung beute zugänglich sind, 
erstrebt werden. Und dieser Weg führt uns zu der Erkenntnis 
einer von Brüchen, Falten und Vorwärtsbewegungen freien Epiro- 
genese, die Geosynklinalen und Geantiklinalen, wie heute in den 
Molukken, schafft, und er lehrt uns die Beschränkung der oro- 
genetischen Vorgänge, z. B. der Vorwärtsbewegungen nach Art 
alpiner Decken, auf verhältnismäBig wenige, ganz bestimmte und 
kurzfristige Termine. Ich weif sehr wohl, daBf mancher aus- 
gezeichnete Alpengeologe in letzterer Hinsicht noch anders denkt, 
— und darauf mag Brouwer sich vielleicht einstweilen noch 
berufen. Aber ich bin fest überzeugt, da eine strenge Kritik 
bei der zeitlichen Fixierung orogenetischer Ereignisse, die im all- 
gemeinen nur die erkennbaren Diskordanzen, nicht aber allerlei 
theoretische Überlegungen von z. T. sehr subjektiver Färbung als 
Beweismaterial zulassen kann, auch in der alpinen Geologie der 
Vorstellung von der Episodizität aller orogenetischen Ereignisse 
und damit auch der Deckenschübe zur allzemeinen Anerkennung 
verhelfen wird. 


Über die Bildung ringformiger Verbindungen aus 
hydroaromatischen Dicarbonsäuren. 
Von\ 


A. Windaus und W. Hückel. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 2. Juli 1920. 


Die auffallende Beständigkeit der alicyklischen Fünf- und 
Sechsringe gegenüber der Aufspaltung durch Halogene und Ha- 
logenwasserstoffe, gegenüber der katalytischen Hydrierung nach 
Sabatier und gesenüber Temperaturen bis oberhalb 300° ist lange 
bekannt und durch die Baeyersche Spannungstheorie gedeutet 
worden; diese ausgezeichnete Stellung fünf- und sechsgliedriger 
Ringe ist dabei nicht auf die carbocyklischen Systeme beschränkt, 
sondern findet sich auch bei den heterocyklischen wieder. Be- 
sonders deutlich tritt sie hervor im Verhalten der aliphatischen 
Dicarbonsäuren beim Erhitzen bis 300°, ev. unter Zusatz von Essig- 
säureanhydrid. Die Säuren der Bernstein- und Glutarsäurereihe 
geben unter diesen Bedingungen penta- und hexacyklische innere 
Anhydride, die erst bei noch hôherer Temperatur weiter zerfallen; 
die Säuren der Adipin- und Pimelinsäurereihe liefern zwar zu- 
nächst auch Anhydride, doch werden diese letzteren schon bei 
etwa 250° in Kohlendioxyd und Ketone vom Typus des Cyclopen- 
tanons oder Cyclo-hexanons zerlegt. Es ist also müglich auf Grund 
dieser Reaktion zu entscheiden, in welcher gegenseitigen Stellung 
sich die Carboxylgruppen in aliphatischen Dicarbonsäuren befinden. 

Ob sich diese an aliphatischen Verbindungen aufgefundenen 
Regelmäfigkeiten bei hydro-aromatischen Dicarbonsäuren wieder- 
finden, ist bisher systematisch nicht studiert worden; eine solche 
Untersuchung besitzt indessen sowohl theoretisches wie praktisches 
Interesse, theoretisches darum, weil sie erkennen läft, wie weit 
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sich die Vorstellungen der Baeyerschen Spannungstheorie auch bei 
polycyklischen Gebilden bewähren, praktisches darum, weil 
sodann die Konstitutionsermittlung hydroaromatischer Dicarbon- 
säuren nach demselben Verfahren vorgenommen werden kann wie 
in der aliphatischen Reïhe. Eine solche Konstitutionsermittlang 
ist zudem für unsere Arbeiten von besonderem Werte, weil bei 
dem Abbau hochmolekularer alicyklischer Naturstoffe z. B. des 
Cholesterins derartige komplizierte hydro -aromatische Dicarbon- 
säuren entstehen. 

Von diesen Gresichtspunkten ausgehend haben wir begonnen 
das Verhalten der hydro-aromatischen 1.2 Dicarbonsäuren zu ver- 
gleichen und zwar haben wir die drei einfachsten Typen gewählt, 
die als cyklische Abkômmlinge der Bernsteinsäure, der Glutarsäure 
und der Adipinsäure aufgefaft werden künnen 

1) die Cyclohexan 1.2 dicarbonsäure (Hexadro-phtalsäure): 


CH 

Fe 4 NCH—CO0H 
ne 

H:C\. /CH—COOH 
CE 


2) die Cyclohexan-l-essig-2-dicarbonsäure (Hexahydro -homo- 
phtalsäure): 
CH: 


Hs ‘4 \CH—COOH 


H2 | JCH—CH—CO0H' 
7 
CH: 
3) die Cyclohexan-l-propion-2-dicarbonsäure (Hexahydro-hy- 
drozimt-o-carbonsäure): 
CH 


H: cf [\CH—CO0H 


CH-_CH:—CH:—COOH 
CH 
Von diesen Säuren ist nur die erste bekannt, die beiden anderen 
haben wir neu bereiten müssen. 
1) Hexahydro-phtalsäure. 


Die Säure existiert in zwei stereoisomeren (cis und trans) 
Formen; beide gehen beim Erhitzen, ev. unter Zusatz von Essig- 
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säureanhydrid, in zwei verschiedene innere Anhydride über; bei 
hoher Temperatur lagert sich das trans. Anhydrid in das cis. An- 
hydrid um. In welche Produkte das cis-Anhydrid über 380? zer- 
fällt, ist noch nicht untersucht worden. Die Hexahydro-o-phtal- 
säure verhält sich also analog der Bernsteinsäure, 


2) Hexahydro-homophtalsäure. 


Die Homophtalsäure wurde nach dem Verfahren von Heusler 
und $Schieffer !) durch Oxydation des Indens mit Kaliumperman- 
ganat bereitet und in rein weilen Kristallen vom Schmelzpunkt 
176° erhalten. Leider enthielten diese aber Spuren irgend einer 
Verunreinigung, die die katalytische Hydrierung verhinderte; und 
es war ein etwa fünfzehnmaliges, verlustreiches Umkristallisieren 
aus Wasser nütig, bis die Säure, nunmehr bei 178° schmelzend, 
die zur Hydrierung erforderliche Reinheit aufwies. 

Die Hydrierung wurde mit Platinmohr unter Verwendung von 
Eisessig als Lôsungsmittel bei Zimmertemperatur durchgeführt 
und verlief ziemlich langsam; zur Hydrierung von 427 g mit 1 g 
Platinmohr waren z. B. sieben Tage erforderlich, bis die berech- 


_ nete Menge Wasserstoff aufgenommen war. Da die Homophtal- 


säure in Eisessig schwer lôslich ist, wurde sie in siedendem Eis- 
essig gelüst, die heife Lôsung zu dem in der Schüttelente befind- 
lichen Platinmohr gegeben und mit Wasserstoff unter gewühn- 
lichem Druck geschüttelt, ungeachtet dessen, daf ein groBer Teil 
der Homophtalsäure beim Erkalten wieder ausfiel; mit dem Fort- 
schreiten der Reaktion ging dieser allmählich wieder in Lüsung. 
Nach beendigter Hydrierung wurde vom Platinmohr abfiltriert, 
die Lüsung zur Trockne eingedampft und der Rückstand aus 
Wasser umkristallisiert. Auch hier kônnen zwei Stereoisomere 
entstehen, die als cis- und trans-Isomere aufzufassen sind; wahr- 
scheinlich bilden sich bei der Reduktion beide Formen neben ein- 
ander, denn der Schmelzpunkt der erhaltenen Kristalle war un- 
scharf, er lag zunächst bei 135° und stieg nach mehrfachem Um- 
kristallisieren aus Wasser bis auf 146° hier schien er konstant zu 
bleiben, doch erfolgte das Schmelzen nicht innerhalb eines kurzen 
Temperaturintervalls, sondern allmählich zwischen 146—156°; in 
den Mutterlauge steckte ein Stoff von wesentlich niedrigerem 
Schmelzpunkt. Die Säure vom Schmelzpunkt 146° ist leicht 1üs- 
lich in Alkohol, Aceton, Âther und Eisessig, ziemlich leicht lôslich 
in Wasser; aus diesem kristallisiert sie in büschelfôrmig angeord- 


1) B. 32, 29 [1899]. 
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neten prismatischen Kristallen. Wie aus den weiter unten mitzu- 
teilenden Beobachtungen hervorgeht, scheint es sich um die an- 
nähernd reine Trans-form der Hexahydro-homophtalsäure zu handeln. 


0.0865 g Sbst.: 0.1845 g CO:, 0.0566 g H0 
Co His Où © Ber. C 68.04 ‘H 767 
Get. C:58172 7° 


Das Dianilid der Säure wurde noch bereitet, es kristallisierte in 
feinen Nadeln und schmolz bei 252?, 


Destillation der Säure 146°. 


Die Säure vom Schmelzpunkt 146° wurde nach der Behand- 
lung mit Essigsäureanhydrid im Luftbade bis 240° erhitzt und 
dann bei einem Druck von 25 mm der Destillation unterworfen. 
Das farblose, kristallinische Destillat besaB einen ganz unscharfen 
Schmelzpunkt und liefi sich mit kaltem Petroläther in einen lôs- 
lichen und einen unlôslichen Anteil zerlegen; der unlôsliche Teil 
zeigte saure Reaktion und bestand hauptsächlich aus unzersetzt 
überdestilliertem Ausgangsmaterial; der lôsliche Teil war neutral 
und lieferte ein bei ca. 38° schmelzendes Anhydrid; beim Er- 


wärmen mit Wasser schmolz dieses zunächst und ging dann langsam 


in Lüsung; aus der wässrigen Lôsung kristallisierte beim Ein- 
dampfen eine bei 128—129° schmelzende Säure, die ihren Schmelz- 
punkt bei weiterem Umkristallisieren nicht mehr änderte; sie ist 
in Wasser leichter lôslich als die Säure 146° und stellt vermut- 
lich die cis-Form der Hexahydro-homophtalsäure dar; bei der De- 
stillation lieferte sie glatt und ohne Nebenprodukte das Anhydrid 
vom Schmelzpunkt 38° zurück; Keton wird nicht gebildet. 

Die cis-Form der Hexahydro-homophtalsäure verhält sich also 
bei der Blancschen Reaktion wie eine Säure der Glutarsäurereihe. 


3) Hexahydro-hydrozimt-o-carbonsäure. 


Die Hydrozimt-o-carbonsäure wurde nach der Vorschrift von 
Straus und Lemmel') durch Oxydation des Z1-Dihydronaphtalins 
mit Kaliumpermanganat in ausgezeichneter Reinheit gewonnen. 
Die Hydrierung wurde genau so vorgenommen wie bei der Homo- 
phtalsäure; so gelang es z. B. 13.72 g Säure in 100 cem Eisessig 
mit 2.4g Platinmohr bei einer Temperatur von 8—11° in 8 Tagen 
vollständig zu bhydrieren (Aufnahme 4821 cem H:, berechnet 
4890 cem für 10° und 750 mm). Nach vollendeter Hydrierung 
wurde filtriert, die Lôsung eingedampft und der Rückstand wieder- 


1) B. 46, 239 [1913]. 
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holt umkristallisiert; hierzu erwies sich wässeriges Aceton als am 
besten geeignet. Aus diesem Lüsungsmittel fiel die Säure in 
schôünen, sternfürmig angeordneten Prismen und SpieBen aus, die 
bei 103° schmolzen und ihren Schmelzpunkt bei weiterem Umkri- 
stallisieren nicht veränderten. 

Die neue Säure, vermutlich die cis-Form der Cyclo-hexan-1- 
propion-2-dicarbonsäure (s. unten), ist in kaltem Wasser schwer 
lôslich, ziemlich leicht lüslich in Alkohol, leicht lôslich in Âther, 
Aceton und Eisessig. 


0.1061 g Sbst.: 0.2211 g CO:, 0.0717 g H20. — 
Cio Hi Ou Ber. C 59.96 H 8.06 
Gef. C 60.27 H 8.02. 


Das Calciumsalz der Säure ist beträchtlich schwerer lôslich in 
heifem Wasser als in kaltem und läft sich zur Reinigung gut 
verwenden. 

Das Dianilid kristallisiert in glänzenden Blättchen und schmilzt 
bei 1590. 


Verhalten der Säure 103° beim Erhitzen ohne Zusatz 
von Essigsäureanhydrid. 


Eine kleine Menge der Säure 103° wurde im Luftbad langsam 
erhitzt; zwischen 260—300° ging bei gewühnlichem Druck ein 
zähflüssiges Destillat über, das grofenteils kristallinisch erstarrte ; 
in der Retorte blieben braune verharzte Produkte zurück. Das 
Destillat war in kaltem Wasser schwer, in heifem Wasser leicht 
lôslich und lief sich aus Wasser gut umkristallisieren; es bildete 
dann schône Prismen, die konstant bei 143° en in Aceton 
und Âther sind sie leicht lüslich, sie haben dieselbe Zusammen- 
setzung wie die Säure 103° und stellen vermutlich die Trans-Form 
der Cyclo-hexan-1-propion-2-dicarbonsäure dar. 

0.0957 g Sbst.: 0.2095 g CO», 0.0677 g HO. 
Cio Hi O4 Ber. C 59.96 H°8.06" 
Gef. C 59.70 H 7.92. 


Das Dianilid dieser Säure schmilzt bei 205—2060. 


Verhalten der Säure 103° beim Erhitzen unter Zusatz 
von Essigsäureanhydrid. 


In einer Retorte wurden ca. 13 g trockene cis-Cyclohexan- 
propion-2-dicarbonsäure mit 27 cem Essigsäureanhydrid übergossen 
und im Luftbade erhitzt. Von 140° an (Temperatur des Luft- 
bades) destillierte der grôfite Teil des Essigsäureanhydrids ab, 
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von 240—260° ging die Hauptmenge des Materials als farbloses 
Destillat über, oberhalb dieser Temperatur bis gegen 310° kam 
noch eine kleine Fraktion, die sich schwach gelblich färbte. Das 
Destillat wurde in Âther aufgenommen, durch längeres Schütteln 
mit Sodalôsung von sauren Bestandteilen befreit, die ätherische 
Lüsung mit geschmolzenem Natriumsulfat getrocknet und der Ather 
abgedampft. Der Rückstand wurde der Destillation unterworfen 
und ging abgesehen von wenigen Tropfen bei 216° und 758 mm 
konstant über; die Ausbeute an dem ganz reinen Material betrug 
über 55 Prozent der Theorie; es ist das gesuchte Keton von der 
Formel 
CH: 


H RÉ de. 


1 CE Se \ CE 

CH2 & 
und kann als Hexahydro-«-hydrindon bezeichnet werden; in dem 
sauren Teil des Destillats fand sich die Trans-Säure vom Schmelz- 
punkt 143°. 


Hexahydro-«-hydrindon. 


Das so gewonnene Keton ist eine farblose TE und 
besitzt einen charakteristischen angenehmen Geruch, der etwas an 
Kampfer, mehr noch an Pfefferminz erinnert; an dem charakte- 
ristischen Geruch ist es leicht zu erkennen; mit Wasserdämpfen 
ist es flüchtig; in einer Eis-Kochsalz-Kältemischung erstarrt es 
nicht. 


d420° 0.9982; n, — 1.479185 np = 148117 n; — 1.48827 


n, — 1.49342. 

M Mo M M M, 
Ber. für C»oHuO 39.20 39.38 39.80 40.16 | 0.99 
Gef. 39.24 39.39 39.88 40.24 | 0.99 
E. M 0.04 0.01 0.08 0.08 | 0.00 


Das Semicarbazon des Hexahydro-«-hydrindons ist sehr 
charakteristisch; es wurde bereitet durch Zusammengeben von 
0.5 g Keton, 1 cem Methylalkohol, 0.5 g Semicarbazidhydrochlorid, 
0.5 g Natriumacetat und 1.5 ccm Wasser. Das Semicarbazon fiel 
sehr bald aus, es wurde abfiltriert und aus siedendem Alkohol 
umkristallisiert; die abgeschiedenen Kristalle bestanden aus büschel- 
fôrmig angeordneten Nadeln und schmolzen bei raschem Erhitzen 


se. 
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bei 214—2150 unter Zersetzung. Durch Kochen mit wässriger 
Oxalsäurelôsung wurde das Semicarbazon gespalten und das Hexa- 
hydro-«-hydrindon zurückgewonnen. 


0.1011 g Sbst.: 18.8 cem N (17°, 751 mm) 
Cio His NO3 N Ber. 21.53 Gref, 21.38. 


Das Oxim des Hexahydro-«-hydrindons wurde entsprechend wie 
das Semicarbazon bereitet. Es wurde in zarten, seidenglänzenden 
Nadeln erhalten, die aus wässrigem Alkohol umkristallisiert wurden 
und bei 79—80° schmolzen. 


Die cis-Form der Cyclo-hexan-1-propion-2-dicarbonsäure ver- 
hält sich bei der Blancschen Reaktion wie eine Säure der Adipin- 
säurereihe. Die an aliphatischen Dicarbonsäuren ermittelten Regel- 
mäfigkeiten haben sich also an den Cis-Formen der drei unter- 
suchten Cyclo-hexan-1,2-dicarbonsäuren wiedergefunden. 


“4 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium zu Güttingen. 


Untersuchungen über die Konstitution der Gallensäuren. 


. Von 
W. Borsche. 


Vorgelegt von A. Windaus in der Sitzung vom 30. Juli 1920. 


I. Über Iso-v-cholantrisäure. 


Wenn man die wichtigste der spezifischen Gallensäuren, 
die aus der Menschen- und Rindergalle isoliert worden sind, die 
Cholsäure C24 Ho O5, in geeigneter Weise oxydiert, wird sie be- 
kanntlich über Dehydrocholsäure C2H310: hinweg in ein 
Gemisch zweier isomerer Diketo-trikarbonsäuren C21H::0s, der 
Biliansäure und der Isobiliansäure [nach der neuerdings 
zwischen Wieland und mir vereinbarten Bezeichnungsweïse !) 
a-Diketocholan-trisäure und Iso-«-diketo-cholan-trisäure] verwan- 
delt. In der Dehydrocholsäure lassen sich, wie ich an andrer 


Stelle?) mitteilte, die Sauerstoffatome der Co. gruppen beim 
a PP 


Kochen mit Salzsäure und amalgamiertem Zink durch Wasserstoff 
ersetzen. Man erhält den nicht hydroxylierten Stammkôürper der 
Cholsäure, die von Wieland schon früber auf anderem Wege 
gewonnene Cholansäure C24H10O02 Versuche, auf gleiche Weise 
auch Biliansäure und Isobiliansäure zu den im übrigen O-freien 
Trikarbonsäuren C4 H3806 zu reduzieren, die wegen ihrer Be- 
ziechungen zu gewissen beim Abbau des Cholesterins aufgefundenen 
Trikarbonsäuren gleicher Zusammensetzung Interesse besitzen, hat 


1) H. 106 1% [1919]. 
2) B. 521350 [1919]. 
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bereits vor längerer Zeit Frl. Emmy Rosenkranz auf meine 
Veranlassung unternommen') Es gelang ihr dabei zwar, aus 
beiden Säuren ein O zu entfernen, d. h. Biliansäure in «-Keto- 
cholantrisäure C24Hs340On [die frühere ,Cholansäure“|, Iso- 
biliarsäure in Iso-«-ketocholantrisäure Co4H3207 [früher 
»Isocholansäure“] überzuführen und so die konstitutionellen 


_Beziehungen zwischen Cholsäure C24H40Os und der mit ihr zu- 


sammen vorkommenden zweiten spezifischen Gallensäure, der Des- 
oxycholsäure CxH4004, vollkommen aufzuklären. Ein repro- 
duzierbares Verfahren für die Gewinnung der Säuren C4 H38 O6 
auszuarbeiten, war ïihr aber nicht mehr môüglich. Ich habe deshalb 
diese Versuche mit Herrn Dr. Herbert Bahr fortgesetzt und 
mit ihm zusammen dæs erstrebte Ziel wenigstens für den Fall der 
Iso-«-diketocholantrisäure erreicht. 

Iso-«-cholantrisäure Co H:5(CO2H)s wird erhalten, wenn 
man eine Lôüsung von 2 g Isobiliansäure in 30 em° Eisessig mit 
75 cm° rauchender Salzsäure versetzt, die Mischung auf 20 g Zink- 
drehspäne gieft, die vorher mit 40 cm° einer 2,5-prozentigen Subli- 
matlôsung amalgamiert waren, und acht Stunden kocht. Sie scheidet 
sich aus der sauren Flüssigkeit allmählich in weiBen Flocken ab, 
die man nach dem Erkalten abfiltriert, durch Aufnehmen in Na- 
triumkarbonatlôsung, Filtrieren und Wiederausfällen von Zink- 
salzen befreit und zu weiterer Reinigung mit methylalkoholischer 
Salzsäure verestert. Dabei bildet sich glatt Iso-«-cholantri- 
säure-trimethylester, der aus Methylalkohol in lebhaft glän- 
zenden, farblosen Blättern krystallisiert und sich bei 103—104° 
verflüssigt. 

Analyse: Berechnet für C7 H4s O6 gefunden 

C 69,78 69,64 
H 9,55 10,00. 

Die Säure daraus setzt sich aus ihrer Lôüsung in Essigsäure 
in farblosen Nädelchen ab. Sie schmilzt und zersetzt sich bei 2611. 

Analyse: Berechnet für C4 Hs O6 gefunden 

C 68,21 68,17 
H 000 9,42. 


Il. Über B-Cholanon-trisäure Pseudocholansäure]. 


Wie ich vor einiger Zeit mit Fräulein Emmy Rosenkranz 
zusammen an andrer Stelle ?) mitteilte, gelingt es bei der Reduktion 


he PE TIENNE 
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der Dehydrocholsäure C4 H3105 zu Cholansäure C24 H4002 nach 
dem Verfahren von Clemmensen, -unter bestimmten Bedingungen 
ein Zwischenprodukt C:4H3604 [,B-Cholandionsäure“, 
zum Unterschied von der isomeren ,«-Cholandionsäure“ — Dehydro- 
desoxycholsäure, die aus Desoxycholsäure C24 H4o O4 bei der Oxy- 


dation mit CrOs entsteht!] zu fassen, in dem von den drei 00- 


gruppen des Ausgangsmaterials nur noch zwei vorbanden sind. 
Durch Permanganat wird es schon bei Zimmertemperatur zu einem 
‘Isomeren der beiden altbekannten «-Cholanon-trisäuren [bisher als 
Cholansäure und Isocholansäure bezeichnet!|, der B-Cholanon- 
trisäure Coa Hs6 O7, oxydiert, die Herr Dr. Hans Wieckhorst 
im letzten Jahr auf meine Anregung eingehender untersucht hat. 
Er hat dabei die Auffassung der neuen Säure als einer Ketotri- 
karbonsäure sichergestellt, indem er aus ihr ein Monoxim und 
einen neutralen Trimethylester gewann, und bei ihrem Abbau 
einige Beobachtungen gemacht, die für die Beurteilung ihrer Be- 
ziehungen zu den beiden «-Ketocholantrisäuren nicht ohne Bedeu- 
tung sind. Unterwirft man nämlich den I. c. schon kurz erwähnten 
Monoäthylester der Säure der Destillation im Vacuum, so verliert 
er kein CO:, sondern nur H20 und liefert ein sodaunlôsliches 
Anbhydrid: 


CO>H CO 
Co Hss 0 _CO> H NEO CO UN 
N CO» Co Hs CO:C> Hs 


Er enthält also die beiden nicht veresterten Karbo- 
xyle allem Anschein nach in Glutarsäurestellung zu 
einander. 

Die beiden Karboxyle, die bei der Oxydation der B-Cholan- 
dionsäure zu B-Cholanontrisäure neu auftreten, sind jedenfalls 
durch Aufbrechen einer zyklisch gebundenen Atomgruppierung — 
CO.CH: — entstanden. Nun hat Windaus durch den Abbau 
des Pseudocholestans C27 Has zu Cholansäure C4 H4002 bewiesen, 
da Pseudocholestan [bezw. seine Muttersubstanz Cholesterin] und 
Cholsäure abgesehen von den drei fortoxydierten Kohlenstoffatomen 
dasselbe C-gerüst enthalten!). Er hat ferner im Cholesterinmolekül 
einen vollkommen hydrierten Indenkomplex festgestellt, in dem er 
den 6 C-Ring kurz als ,Ring I“, den 5 C-Ring als ,Ring II“ be- 
zeichnet?), Ich selbst habe gezeigt, daB von den drei Hydroxylen 


B. 52195 [1919]. 
B. 


1) 
2) B. 521% [1919]. 
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der Cholsäure zwei mit den beiden Hydroxylen der Desoxychol- 
säure ortsidentisch sind, und habe weiter auf Grund theoretischer 
Erwägungen angenommen, da diese beiden Hydroxyle auf die 
Riege I und IT verteilt im Indenkomplex stehen'). Den experi- 
mentellen Beweis dafür hat bald darauf Wieland durch syste- 
matischen Abbau der Desoxycholsäure mit Salpetersäure geführt, 
bei dem nach einander beide Ringe geüffnet werden und Cho- 
loidansäure C19 H31(CO2 Hs resultiert*) Durch Permanganat 
wird dagegen bei gewühnlicher Temperatur in der «- wie in der 
B-Cholandionsäure nur ein Ring gesprengt. «-Cholandionsäure 
[aus Desoxycholsäure] liefert damit ein Gemisch zweier isomerer 
Ketotrikarbonsäuren C24 H54 O7, a-Cholanontrisäure und Iso- 
a-cholanontrisäure; sie verlieren bei der Destillation im Hoch- 
vakuum CO> + H20 und verwandeln sich in Diketokarbonsäuren 
C23 H32 O4 mit zwei >CO-haltigen 5 C-Ringen *). Die beiden neu ge- 
bildeten Karboxyle stehen also in ihnen in Adipinsäurestellung, die 
Oxydation hat am 6C-Ring I angegriffen. B-Cholandionsäure [aus 
Dehydrocholsäure] dagegen gibt mit Permanganat die allem An- 
schein nach eimheitliche B-Cholanontrisäure C241H3:07, die 
bei der Destillation nur H20 abspaltet, also die beiden neu ge- 
bildeten Karboxyle in Glutarsäurestellung enthält. Unter der Vor- 
aussetzung, daf sich aufer IT kein anderer hydroxylierter 5 C-Ring 
im Cholsäuremolekül findet [neben I und IL sind ja noch zwei 
weitere Ringe IIT und IV darin vorhanden; über deren Glieder- 
zahl bisher ebensowenig etwas bekannt ist wie über die Stellung 
des dritten Hydroxyls!|, folgt daraus, da bei der Reduktion 
der Dehydrocholsäure zu B-Cholandionsäure >CO in 
Ring I in >CEH übergeht. Man darf wohl annehmen, da 
es dieselbe Karbonylgruppe ist, die sich auch sonst durch besondere 
Reaktionsfähigkeit vor den beiden anderen auszeichnet. 


1) B. 521857 [1919]. 

2) H. 108% [1919]. 

a ELA B BEI 

4) Es wird also, wenn man in der Dehydrocholsäure das Karbonyl in Ring 
1 mit a, das in II mit b, das dritte noch unbekannter Stellung mit c bezeichnet, 
bei der Reduktion der Säure nach Clemmensen zuerst à angegriffen, und von 
den beiden anderen c leichter als b, weil Biliansäure, eine Diketotrikarbonsäure, 
die nur noch b und c enthält, dabei eine Ketotrikarbonsäure mit b [Desoxybilian- 
säure — @&-Cholanontrisäure] ergibt. 


IG 
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Experimentelles. 


Bei der Oxydation der B-Cholandionsäure zu + 
Cholanontrisäure und bei ihrer Reinigung verfuhren wir im 
wesentlichen nach den Angaben von W. Borsche und E. Rosen- 
kranz. Die Rohsäure enthält meist noch etwas unangegriffenes 
Ausgangsmaterial, das aber leicht entfernt werden kann, wenn 
man sie durch Erwärmen mit Alkohol und Schwefelsäure verestert. 
Sie bildet unter diesen Umständen nur einen Monoäthylester 

-CO:H | 
Co Hs 0Z CO2H ; 
N CO Ce Hs 


der von zugleich entstandenem B-Cholandionsäure-äthyl- 
ester C23 Hs5 O2. CO: C2 Hs durch Ausziehen mit Natriumkarbonat- 
lôsung getrennt wird und aus Âthylalkohol in kleinen Nadeln 
vom Schmp. 249° krystallisiert. 


Analyse: Berechnet für C26 H4o O7 gefanden 
C 67,20 67,30 
H 8,68 8,33. 

Den Schmp. der daraus zurückgewonnenen Säure konnten 
wir durch wiederholtes Umkrystallisieren aus Eisessig bis auf 
263—264° treiben, während wir ïhn früher bei 259—260° beob- 
achteten. 

Bei der ie des f-Cholanontrisäure-trimethyl- 
esters C:1H33O (CO2CHshs gingen wir aus vom Monomethylester 
der Säure C21 H33 O (CO: H} (CO2 CH), der in seinen äuBeren Eigen- 
schaften dem Monoäthylester auBerordentlich ähnelt und bei 247° 
schmilzt. 0,5 g davon wurden in Azeton gelôst und mit einem 
Überschuf von ätherischer Diazomethanlüsung einen halben Tag 
sich selbst überlassen. Danach blieb beim Abdestillieren des Lô- 
sungsmittels eine farblose Krystallmasse zurück; sie lôste sich 
spielend leicht in heifem Methylalkohol und kam daraus beim Er- 
kalten in langen, weifien, bei 136° schmelzenden Nadeln wieder 
heraus. 


Analyse: Berechnet für Co His O7 gefunden 
C 67,72 67,69 
H 8,87 8,98. 
B-Cholanontrisäure-oxim, Co Hs3 (CO: H}s (>C : NOH), 
nach zweistündigem Erwärmen von 1 g Säure in 10 cm° 5-prozen- 
tiger Natronlage mit 0,4 g Hydroxylaminchlorhydrat durch Essig- 
säure als weifer Niederschlag gefällt, setzt sich aus seiner alko- 
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holischen Lüsung nach dem Verdünnen in gut ausgebildeten, wasser- 
hellen Kryställchen ab, die sich bei 227° lebhaft zersetzen. 

Analyse: Berechnet für Co4Hsr O7 N gefunden 

C 63,80 63,93 
H 8,28 8,52. 

Erwärmt man lg davon etwa 20 Minuten mit 12 em? 90- 
prozentiger Schwefelsäure auf dem Wasserbade, so wird es ebenso 
wie die andern bisher in dieser Richtung untersuchten Oximsäuren 
der Cholsäuregruppe !) in eine isomere Verbindung umgelagert. 
Sie wurde durch Verrühren des Reaktionsgemisches mit zerklei- 
nertem Eis ausgefällt, und, da sie sich in Alkohol fast unlôslich 
erwies, mit heifiem Eisessig aufgenommen. Auf Wasserzusatz 
schied sie sich daraus beim Erkalten in lebhaft glänzenden, derben 
Kryställchen wieder ab. Sie zersetzten sich bei 273—274?. 

Analyse: Berechnet für C24 H37 O7 N gefunden 

C 63,80 63,76 
H 8,28 8,15?) 

Die Reduktion der B-Cholanon-trisäure nach Clem- 
mensen zu f-Cholantrisäure ist uns trotz aller Bemühungen bisher 
noch nicht geglückt. Es soll hier deshalb ebenso wenig näher 
darauf eingegangen werden wie auf unsere Versuche, durch weitere 
Aboxydation der B-Cholanontrisäure einen Eïinblick in den aufer- 
halb der Ringe I und IT liegenden Teil des Cholsäuremoleküls zu 
erhalten. Vorläufig hat uns bei diesen nur Salpetersäure zu einem 
greifbaren Resultat geführt, einer Säure vom Schmp. 274—275, 
die noch der näheren Untersuchung harrt. 

Die Destillation der B-Cholanontrisäure und ihres 
Monoäthylesters im Vakuum der Volmerpumpe*) nahmen 


1) Schenk, H 6959919141 1042219197 
2) Das ebenfalls bisher noch nicht beschriebene Dioxim der f-Cholan- 
dionsäure ist schwer lôslich in Alkohol, sintert um 2500 und zersetzt sich 


bei 273°. 


Analyse: Berechnet für Co: Hg O4 Na gefunden 
C 68,83 69,03 
H 9,17 8,85. 
Das Isoxim daraus ist leicht lüslich in Alkohol und schmilzt bei 164°. 
Analyse: Berechnet für C2, Hs3 0, N, + H, 0 gefunden 
C 65,99 65,79; 65,71 
H 9,26 : 8,34; 8,88 
N 6,41 6,30; 6,60. 


3) Wir konnten diese Versuche wegen mehrmonatlicher Verzôgerung in der 
Lieferung der Pumpe erst kurz vor äem AbschluB unsrer gemeinsamen Arbeit im 
Anfang dieses Jahres durchführen. 
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wir in kleinen Hartglasretorten von 8—10 cm° Inbalt vor, die im 
Luftbade, einem geschlossenen Asbestgehäuse mit Glasfenstern zur 
Beobachtung des Reaktionsverlaufes und eingesenktem Thermo- 
meter, erhitzt und mit der zu zersetzenden Substanz beschickt 
vor und nach der Destillation gewogen wurden. Da sich der nicht 
gasfôrmige Teil des Destillats bei unsern Versuchen in dem aus 
dem Luftbade herausragenden Teil des Retortenhalses in Form 
eines glasigen Harzes vollkommen kondensierte, konnten wir aus 
den so ermittelten Gewichtsverlusten bereits Schlüsse auf Eintritt 
und Art der Zersetzung ableiten. 

Die freie B-Cholanontrisäure gab bei diesem Verfahren wech- 
selnde Resultate, die uns zeigten, daf sie nicht nur anhydrisiert, 
sondern z. T. tiefergehend verändert wird. Aus dem amorph er- 
starrenden, bei richtig geleiteter Operation farblosen Destillat 
konnten wir durch wiederholtes Umkrystallisieren, am besten aus 
Essigsäure, geringe Mengen eines bei 205—207° schmelzenden 
Stoffes isolieren, der bei der Analyse nahezu auf die Formel 
(C2a H36 Or — H2 O0) stimmende Werte ergab: 

Berechnet für C24 H34 O6 gefunden 

Ç 68,86 68,18 

H 8,20 8,35. 
Dagegen destillierte B-Cholanontrisäure-monoäthylester glatt unter 
Verlust nur eines Moleküls Wasser: 

Berechnet für C26 H40 O7 — H2 O gefunden 

Gewichtsverlust 8,90 4,06; 3,82. 

Das Destillat stellte nach dem Erkalten ein farbloses sprôüdes 
Glas dar, das sich nicht mehr in Natriumkarbonat lôste. Da wir 
noch kein geeignetes Krystallisationsmittel dafür fanden, muften 
wir es ohne weitere Reinigung analysieren. Die erhaltenen Werte 
stimmten so gut, wie unter diesen Umständen zu erwarten war, 
auf das Anhydrid des B-Cholanontrisäure-monoäthyl- 
esters: 

Berechnet für Ce Has O6 gefunden 

C 69,90 69,46 
H 8,68 8,47. 


Die Mittel zur Durchführung unserer Versuche wurden uns 
von der J. D. Riedel A.-G. und der ,Leo Gans-Stiftung 
zur Fôrderung chemischer Forschung“ gütigst zur Ver- 
fügung gestellt. Beiden sei dafür 4uch an dieser Stelle unser 
wärmster' Dank ausgesprochen. 


Der jäbrliche Gang der erdmagnetischen Aktivität. 
Von 


G. Angenheister. 


, Vorgelegt von E. Wiechert in der Sitzung vom 7. Mai 1920. 


Die Häufigkeit und Grôfie erdmagnetischer Stôrungen, oder 
die erdmagnetische Aktivität zeigt periodische Schwankungen. 
Die Periodenlängen dieser Schwankungen stimmen mehrfach so 
nahe mit periodischen Vorgängen in unserm Sonnensystem überein, 
da man einen Zusammenhang vermuten muf. So spiegelt sich 
die elfjährige Periode der Sonnentätigkeit, die 26!/: tägige Periode 
der Sonnenrotation, die tägliche Axendrehung der Erde in einer 
elfjährigen, 26'/tägigen und in einer täglichen Periode der erd- 
magnetischen Aktivität wieder. 

Der jährliche Umlauf der Erde um die Sonne erzeugt auf der 
Erde eine jährliche Schwankung der Sonnenstrahlung infolge der 
Neigung der Erdaxe gegen die Ekliptik. 

Für Orte auferhalb der Wendekreise ist diese Schwankung 
eine ganzjährige mit Extremwerten im Juni und Dezember; Orte 
zwischen den Wendekreisen zeigen 2 Maxima zur Zeit des Zenit- 
durchgangs der Sonne. Aufer dieser durch die Neigung der Erd- 
axe gegen die Ekliptik erzeugten Schwankung besteht noch eine 
ganzjäbrige Schwankung der Sonnenstrahlung infolge der Exzen- 
trizität der Erdbahn. Ihr Maximum liegt zur Zeit des Perihels 
im Jahresanfang. Man nimmt an, daB die erdmagnetischen Stü- 
rungen von Tätigkeitszentren der Sonne ausgehen, die mit Flecken 
und Fackeln, vielleicht auch mit den Koronastrahlen in engem 
Zusammenhang stehen, vielleicht vermittelt durch eine elektrische 
Strahlung. Die Flecken und Fackeln beschränken sich im wesent- 
lichen auf eine bestimmte Zone der Sonne (etwa von + 300 bis 
— 30° Sonnenbreite). Die Aequatorebene der Sonne bildet mit der 
Ebene der Ekliptik einen Winkel von etwa 7°. Die Knoten der 
beiden Ebenen passiert die Erde Anfang Juni und Dezember. Eine 
Strahlung, die nur von einer bestimmten Zone der Sonne ausgeht, 
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mu wegen dieser Neigung von 7° im Lauf des Jahres auf der 
Erde mit veränderlicher Intensität wirken. Die Flecken, Fackeln 
und Koronastrahlen ändern nun mit der Zeit, besonders in einem 
elfjährigen Cyklus, ihre Stärke und Häufigkeit, wie auch ihre Lage 
auf der Sonnenoberfläche. 

Es wird darum schwierig sein, die verschiedenen Einflüsse 
der Lage der Ekliptik gegenüber der Rotationsaxe und der magne- 
tischen Axe der Erde, sowie gegenüber der Rotationsaxe und 
magnetischen Axe der Sonne im jährlichen Gange der erdmagne- 
tischen Aktivität wiederzufinden. Das folgende ist nur ein erster 
orientierender Versuch. 

Ein geeignetes Maf für das Studium der erdmagnetischen 


T 
Aktivität ist die Energiedichte __ dl v°dt, wo v die magnetische 
0 


Feldstärke ist. Leider liegen nur sehr wenig Auswertungen 
magnetischer Registrierungen nach diesem (Gesichtspunkt vor. 
Um statistisch das erdmagnetische Beobachtungsmaterial auf 
einen Jährlichen Gang der Aktivität zu untersuchen, muf man 
sich einstweilen mit den erdmagnetischen Charakterzahlen be- 
gnügen. Diese sind ebenfalls ein Ma für die Energiedichte 
eines jeden Tages. Die Monatsmittel der Charakterzahlen (so- 
weit sie mir hier zugängig waren 1910—1918) für 4 Stationen 
nürdlicher Breite wurden zu einem mittleren jährlichen Gange 
vereinigt, für jede Station ausgedrückt in ‘0 Abweichungen gegen 
ihr Jahresmittel für 1910/18. Ebenso für 4 Stationen südlicher 
Breite. Das Mittel der geographischen Breiten und der Inkli- 
nation war für die nôrdlichen Stationen 8 — +250, J — + 37°; 
für die südlichen 8 — —18°, J — —35. Alle Stationen lagen 
zwischen + 31° und — 32° Breite. Der jährliche Gang zeigte zwei 
Maxima zur Zeit der Aequinoxien, und zwei Minima zur Zeit der 
Solstitien. Das Hauptmaximum lag im Mittel für die nôrdlichen 
Stationen im nôrdlichen Herbst, im Mittel für die südlichen Sta- 
tionen dagegen im März, das Hauptminimum für die nôrdlichen 
Stationen im Juli, für die südlichen im Dezember. Die einzelnen 
Stationen zeigten jedoch starke Abweichungen gesen diese Regel. 
Von längeren Beobachtungsreihen der Stôrungseinflüsse waren mir 
noch zugängig und wurden verglichen: Samoa, Charakterzahlen 
1906—1919; Batavia, mittlerer Stôrungsbetrag in der Horizontal- 
Intensität 1883/99; Bombay, Unterschiede der Tagesmittel der 
Horizontal-Intensität aufeinanderfolgender Tage 1872/1905; An- 
zahl der Stôrungen für Honolulu, Porto Rico, Tuscon, Cheltenham 
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und Sitka für 1902/16. Der Vergleich des jährlichen Ganges dieser 
Stationen zeigte stets die Maxima zu den Aequinoxien und die 
Minima zu den Solstitien, auch für die nôrdlichen Stationen das 
Hauptmaximum im September und für die südlichen im März; das 
Hauptminimum lag jedoch für die nôrdlichen sowohl wie für die 
südlichen Stationen im Dezember: Die Lage der Extreme im Jahre 
ist nicht konstant von Jahr zu Jahr, sondern scheint gesetzmäfig 
zu wandern. 

Bevor eine Erklärung dieses jährlichen Ganges erfolgen kann, 
scheint es mir notwendig, weiteres Beobachtungsmaterial, auch 
von Stationen hôherer nôrdlicher und südlicher Breite zu bearbeiten. 
Es wäre hierfür sehr vorteilhaft, anstelle der Charakterzahlen die 
mittlere Aktivität eines jeden Monats zu berechnen. 

Das folgende kann jedoch wohl schon jetzt ausgesprochen 
werden: Ein Teil des jährlichen Ganges zeigt eine Abhängigkeit 
von der geographischen Breite; das Hauptmaximum liegt auf der 
Nordhälfte der Erde um September, auf der Südhälfte um März. 

In der Sonnentätigkeit sind aufer der 11jährigen noch andere 
Schwankungen enthalten. In den Sonnenflecken tritt besonders 
eine etwa 8 monatliche hervor. Wenn hierdurch in der erdmagne- 
tischen Aktivität ebenfalls eine solche 8 monatliche Schwankung 
hervorgerufen wird, kônnte diese bei Mittelbildung über mehrere 
Jahre vielleicht einen Einflu8 gewinnen, der den von uns gesuchten 
jahreszeitlichen Gang fälschen würde. Es sind darum für die 
gleichen Zeiträume, für welche der mittlere jährliche Gang der 
Stôrungseinflüsse gebildet wurde, in gleicher Weïise die Sonnen- 
fleckenzahlen zu mittleren Monatsmitteln vereinigt und diese Zahlen 
der Tabelle und Kurventafel beigefügt. Daraus ist ersichtlich, 
daf der jährliche Gang der Aktivität kaum durch einen ähnlichen 
in den Sonnenflecken zu erklären ist. 

Der Unterschied zwischen der Nord- und Südhälfte der Erde, 
die geographische Abhängigkeit der erdmagnetischen Aktivität, 
ist jedenfalls nicht durch Veränderungen in der Sonnentätigkeit 
zu erklären. 
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Jährlicher Gang der erdmagnetischen Aktivität 
in ihrer Abhängigkeit von der geographischen Breite. 
I. 
Okt. 1909— Sept. 1913 und Juli 1914—Juni 1918. e 
Mittlere Monatsmittel der erdmagnetischen Charakterzahlen 
in Abweichungen vom Jahresmittel in: °/o !). 
Nordhälfte: Lukiapang, Bombay, Heluan, Honolulu. 
Mittlere Breite + 25°; mittlere Inklination + 37°. 
Südhälfte: Buitenzorg, Mauritius, Samoa, Pilar. 
Mittlere Breite — 18°; mittlere Inklination — 35°. 


Jan. | Febr. | März | April | Mai | Juni | Juli | Aug. | Sept. | Okt. | Nov. | Dez. 
: Nordhälfte. 
—2.3|+ 24]+,8.5|— 40}-—4.0|—7.2|— 11.8/+ 9.8/+ 5.7j+ 11.6— 3.7— 5.7 
Südhälfte. 
— 7.9|+ 10.5}+4 12.5/+ 12.8/+ 6.7] — 44]— 9.5|+ 1.4— 8.1] — 0.2— 6.6. — 11.0 
Sonnenflecken. 
344| 86.2] 836.8) 35.8] 41.4] 41.8] 46.7| 45.5] 41.9] 47.4] 42.4] 42.0 


Jan. Marz. Mai Juli Sevt Nor 


Nordbalbkugel, Charak- 
terzahlen 1909/13 und 
1914/18. 

°/, Abweichung vom Jah- 
resmittel. 

Mittel aus 4 Stationen, 
mittlere Breite + 25°, 


Südhalbkugel, Charakter- 
zabhlen 1909/13 u. 14/18. 
°/, Abweichung vom Jah- 


resmittel. 
Mittel aus 4 Stationen, 
mittlere Breite — 182, 


Sonnenflecken 1909/13 u. 
1914/18. 


1) Caractère Magnetique, Commission international de Magnetisme terrestre, 
De Bilt. 
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IL. 
1906—1916. 


Mittlere Zahl der Stôrungen pro Monat vom Charakter 2—4 
in U. St. A!) 
Mittel ans Sitka, Cheltenham, Tuscon (Baldwin), Hoacl 
Porto Rico. 
Mittlere Breite + 33°; mittlere Inklination + 59°. 


Jan. | Febr. | März | April |: Mai | uni LL Juli di | Aug. Sept. Okt. | Nov. | Dez. ë 


Fe 6e F4 ose) Re cel 0.62 He o:56l 67 0.40 
Erdmagnetische Chersklerecht Samoa ?). 
Breite — 14°; Inklination — 2902. 
0.31| 0.37| O0.50| 0.49] 0.43] 0.40| 0.32} 0.42] 0.45] 0.35] 0.32| 0.26 
Sonnenflecken. 
88.1 | 40.4 | 39.2 | 39.8 | 36.6 | 37.0 | 44.0 | 39.7 [41.8 | 38.7 | 39.6 | 38.6 


: Jan MarzMaiJuli Sept Nov 


U. $S. A. Zahl der Stérungen 
pro Monat vom Charakter 
2 bis 4 1906/16. 

Mittel aus 5 Stationen, mitt- 
lere Breite + 33°. 


| Samoa, Charakterzahlen. 
Monatsmittel 1906/16. 
Breite — 14°. 


Sonnenflecken 1906/16. 


1) Results of observations, made at the U.S. Coast and geodetic survey 
magnetic observatories. 1901/16. s 

2) Caractère Magnetique, Commission international de Magnetisme terrestre, 
De Bilt. 
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IIL. 
1883-—1899. 


Mittlere Monatssumme der Differenz der Tagesmittel aufeinander 
folgender Tage, Horizontal-Intensität, in Gamma, Bombay !). 
Breite + 19°; Inklination — 24°. 


Tu . | Febr.|1 | März E april d Mai uni Juli Aug. | JPspt) | Okt. [Nov Dez. 


—21| +9 410 o |. +8 ls 10! — 13 | ete) _wl+s | 59 
Mittlerer Stôrungsbetrag pro Tag; Horizontal-Intensität in 
Gamma, Batavia?). Breite — 7°; Inklination — 31°. 

— 84| + 2.8|+ 10.1| + 5.4|+ 2.0|—4.4| —8.7]—4.7|+ 1.8] + 4.2)+ 1.3] — 0.8 
Sonnenflecken. 
88.6, 41.8] 37.1) 43.8] 42.8] 45.9] 46.1) 44.1) 42.3] 38.9| 34.1| 38.9 


Jan Marz Mai JUli Sebf Nov 


Bombay, Differenz der 
Tagesmittel, Hor.-Int. 
in Gamma, 1883/99. 

Breite + 190. 

--e-- 1872—1904. 


Batavia, Mittl. Storungs- 
betrag pro Tag für die 
Hor.-Int. in Gamma, 
1883/99. 

Breite — 7°. 


Sonnenflecken 1883/99. 


1) Bombay, Magnetic observations, 1846/1905, part. I. 
2) Batavia, Magnetic observations, Vol. XXII, part. II. 


Vier Erdbeben und Flutwellen im Pazifischen Ozean. 
Beobachtet am Samoa-Observatorium, 1917—1919. 
Von | 
G. Angenheïster. 


Vorgelegt von E. Wiechert in der Sitzung vom 16. Juli 1920. 


Am Samoa-Observatorium wurden 1917/19 vier Erdbeben von 
den Seismographen aufgezeichnet, die von Flutwellen begleitet 
waren; letztere wurden von dem registrierenden Pegel des Obser- 
vatoriums im Apia-Hafen aufgezeichnet. Es sind dies die Beben 
vom 1. Mai 1917, Herd Kermadec Minerva-Riff; 26. Juni 1917, 
Herd Keppel-Inseln; 7. September 1918, Herd Kurilen; 30. April 
1919, Herd nôrdlich von Vava’u. Beim Beben vom 1. Mai 1917 
fehlt leider der Anfang der Aufzeichnung der Flutwelle. Bei allen 
4 Beben war es môglich, mit Hilfe der Aufzeichnung benachbarter 


Stationen den Herd und die Herdzeit des Bebens mit genügender 
Genauigkeit zu berechnen. Es wurden folgende Stationen be- 
nutzt: Samoa, Sydney, Honolulu, Manila, Batavia, Berkeley, Lick, 
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Sitka, Viktoria, Tuscon, Denver, Kansas, St. Louis, Panama, 
Washington, Chicago, Ottawa. Unter der Annahme, daf die Flut- 
welle durch das Erdbeben veranlaft wurde, lie sich dann die 
Laufzeit der Wasserwelle von ihrem Ursprung bis zur Beobach- 
tungsstation berechnen. Daraus folgt die mittlere Geschwindig- 
keit v und eine mittlere Meerestiefe p, die sich mit der ausge- 
loteten vergleithen lief. p — Si 

Die Aufzeichnung des Pegels im Hafen zeigt die Überlagerung 
dreier Wellensysteme, 1) der Gezeiten, 2) der Eigenschwingung 
des Hafenbeckens, 3) der Erdbebenflutwellen. Durch eine rech- 
nerische und graphische Methode lief sich 1) und 2) leicht elimi- 
nieren. [Die Eigenschwingungen des Hafenbeckens sind auch sonst, 
besonders an Sturmtagen, vorhanden. Ihre Periode beträgt 14 min. 
und 7 min. Aus den Dimensionen des Hafenbeckens ergibt sich etwa 


12 min. als Grundton. — a > {/1 a ab (0.923 — log nat 5) 
Vap xl 
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Es ergab sich dann die Amplitude und Periode der Flutwelle. 
Aus der Periode der Flutwelle und der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit ergab sich die Wellenlänge der Flutwelle. So zeigte die 
Flutwelle vom 26. Juni 1917 in Apia, daB mehrere Wellen nach- 
einander ankamen. Ihre Periode betrug etwa 30 min. ihre maximale 
doppelte Amplitude 30 em und ihre Wellenlänge 300 km. 
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Beim Vorüberziehen der Flutwellen des Kurilenbebens (etwa 
9 nach Ankunft der seismischen Wellen in Apia) zeigte der 
Wiechertsche Horizontal-Seismograph Neigungswellen von ‘/'—1" 
Periode und bis zu 0”.2 Amplitude. 
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Bemerkung zur Tabelle. 


Herd und Herdzeit sind bei Nr I, IT, IV aus 9, bei Nr. II 
aus 10 Stationen berechnet. 

- Die Angaben für die Ankunftszeit der Welle an den ameri- 
kanischen Stationen sind aus dem Monthly Weather Review und 
dem Bulletin der Berkeley und Lick Observatorien entnommen. 
Die Werte für Apia sind den Registrierungen am Observatorium 
entnommen. 

Für Haapai ist durch Nachfrage die Zeit zwischen erstem 
Erdbebenstof und Ankunft des ersten Wellenberges ermittelt. 


Erdbeben und Flutwellen im Pazific nach 
Greenwich-Zeit. 


Nr ANS I0Er-Elerditpl=127.09 $ 2 —" 177007 W. 
Südôstlich vom Minerva-Riff. 
Herdzeit: 18r26m44s + 35,8, 


Beginn | Ankunfts- | Lfroit Ge- Mittlere 
Stones Herd- der zeit für à dé schwindig-| Meerestiefe 
distanz| Wasser- | den ersten Plvoll keit der be: Dec be 
bewegung| Wellenberg MWEUe | Flutwelle h 
Ë rechnet| achtet 
| km h m h m h m m/sec km km 
Honolulu 5700 2 29 8 02 197 3960 | 4500 
S. Francisco | 9000 7 00 12 33 199 4040 | 4500 
La Jolla 9000 7 00 12 83 110) 4040 | 4500 
(Calif.) 


Nr 6 VEMITAHerds"p = 100$,210—: 17307 W. 
Ostlich der Keppel-Inseln. 


Herdzeit: 5" 49m25s & 25,5 
Apia | 265] 554 | 604 |15m+6m | | 


DEL PO EN EL9 19 Herd pr 188$ /21— 173100 W: 


« Nôrdlich von Vava’u, Tonga. 

Herdzeit: 71 16495 + 35,7. 
Haapai 220, 7 42 25 147 2180 2000 
Apia DA, me 8 16 59 + 3m 155 2500 | 3000 
Honolulu 4620 | | 1345 | 6 28 | 198 4000 | 4500 
S. Francisco | 8030 | 18 40 | 11825 | 196 3920 | 4500 
S. Diego 8140 18 45 1128 197 3960 | 4500 


904 G. Angenheïister, Vier Erdbeben und Flutwellen im Pazifischen Dour 
Nr. IV. 7. IX. 1918 Herd: og — 45° N, 4 — 159 E. 
Südôstlich von Urup, Kurilen. 

Herdzeit: 171610. 


Beginn | Ankunfts- : Ge- Mittlere 

SONDNCE Herd- der zeit für a schwindig-| Mecrestiefe 
È distanz| Wasser- | den ersten keit der tn beobe 

béverung Wellenberg| Futwelle |putvere |... Bet 
gung| W\eLenperg utwelle |rechnet | achtet 

km k h m F h m h m m/sec km km 
Honolulu 5380 7.1X. 28 56 6 39 225 5160 | 5000 
S. Francisco | 6990 8.1X.°2/40 9. 24 207 4380 | 5000 
Apia 7490 DIS MIRE 28505 9 19 223 5090 | 5000 

Laufzeit — Ankunftszeit — Herdzeit. 
Herddistanz v° 


RE La Pet Meerestiefe berechnet — TE 


Versuche 
über die Erblichkeit des in farbigem Lichte erwor- 
benen Farbkleides der Puppen von Pieris brassicae. 


Dritte vorläufige Mitteilung. 
Von 
Bernhard Dürken, Gôttingen. 


Vorgelegt von E. Ehlers in der Sitzung vom 19. November 1920. 


Über Versuche, welche sich mit der Erblichkeit des erwor- 
benen Farbkleides der Pieris-Puppen beschäftigen, habe ich bereits 
zwei Mitteilungen verôffentlicht!). Da die Versuche naturgemäh 
sehr langwierig sind und. mit vielen Schwierigkeiten zu kämpfen 
haben, so môüchte ich zunächst wiederum das Hauptergebnis des 
letzten Versuchsjahres in einer vorläufigen Mitteilung bekannt 
geben, vor allem auch, weil es zweckmäfiig erscheint, zu einer 
zusammenfassenden endgültigen Darstellung noch den Ausfall einer 
bereits eingeleiteten Versuchsreihe abzuwarten. Es wird deswegen 
noch mindestens ein Jahr dauern, bis die ausführliche Abhandlung 
niedergeschrieben werden kann. 

Das Hauptergebnis der früheren Versuche läft sich kurz dahin 
zusammenfassen, daf die in orangenem Lichte erworbene grüne 
Puppenfärbung in hohem Grade erblich ist. Das gibt sich darin 
zu erkennen, daf die Variationsrichtung der unbeeinfluften Nach- 
kommen erheblich im Sinne der Beschaffenheit der Eltern ver- 
schoben ist. 

Wie ich schon in der letzten Mitteilung (1919) sagte, kommt 
man im Anschlusse daran zu der Fragestellung: wenn die bei der 
. Verpuppung erworbene grüne Färbung auf die Nachkommen über- 
tragen wird, wie verhält sich dann in dieser Hinsicht die schwarz- 
weiBe ,Normal“-Färbung ? Ihre Entstehung ist ebenfalls in hohem 
MaBe von äuferen Faktoren abhängig und insoweit ebenfalls bei 

1) Nachr. d. K. Gesellsch. d, Wissensch. zu Gôttingen, Mathem.-physikal. 
KI. 1918 und 1919. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1920. Heft 2. 14 
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der Verpuppung erworben. Ist diese Erwerbung nun ebenso erb- 
lich? Die Wahrscheinlichkeït spricht von vornherein dafür. Vor 
allem aber interessiert die Frage: Werden durch den Versuchs- 
faktor, der die Grünfärbung der Puppen bewirkt, die Keimzellen 
selbst direkt beeinflufit oder ist dazu die Beeinflussung des Inte- 
guments oder allgemeiner des Somas der Elternpuppen notwendig ? 

Um darauf eine Antwort zu erhalten, wurden nun Puppen 
mit viel Schwarz und Weii aus nichtfarbiger Umgebung nach der 
Ausfärbung in orangegelbes Licht gebracht und darin überwintert. 
Das Schlüpfen der Falter erfolgte ebenfalls in diesem Lichte, in 
welchem die Schmetterlinge bis zur Flugfähigkeit verblieben. Die 
Fortpflanzung geschah im Tageslicht. Die Nachkommen wurden 
teils unter Fortdauer teils unter Fortfall der Versuchsbedingungen 
aufgezogen. 

Ist nun die Schwarzweïffärbung erblich, dann werden die 
Nachkommen dieser Puppen in überwiegendem Mafie die gleiche 
Färbung wie die Eltern zeigen, wenigstens wenn nicht äuBere 
Faktoren direkt bei ihnen die Grünfärbung während der Ver- 
puppungsperiode hervorrufen. Entsteht aber die grüne Färbung 
der Nachkommen grüner Puppen infolge direkter Beeinflussung 
der Keimzellen durch das orangene Licht, dann müssen die Nach- 
kommen obiger Puppen eine starke Verschiebung der Variations- 
richtung im Sinne des Versuchsfaktors zeigen. Es müssen dann 
unter ihnen mindestens ebensoviele grüne Puppen auftreten wie 
unter den Nachkommen der in orangenem Lichte grün gewordenen 
Puppen, über welche meine letzte Mitteilung (1919) handelte. 

Diese früheren Versuche hatten schon bewiesen, daB zur Er- 
zielung einer Übertragung der Grünfärbung auf die Nachkommen 
die Eltern nur während einer verhältnismäfig kurzen Zeit der 
Einwirkung des orangenen Lichtes ausgesetzt zu werden brauchen, 
nämlich nur während der Verpuppungsperiode. Diese ist dabei 
gerechnet vom Zeïitpunkt des Erwachsenseins der Raupe bis zur 
Vollendung der Ausfärbung der Puppe. Es geht aber daraus 
noch nicht sicher hervor, ob zur Erreichung einer Verschiebung 
der Variationsrichtung der Nachkommen im Sinne der Eltern die 
Reaktion des Integumentes der letzteren auf den Versuchsfaktor 
(orangenes Licht) notwendig ist oder ob es genügt, daf die far- 
bigen Puppen einfach eine Zeitlang im orangenen Lichte gehalten 
werden. Würde durch diese letztere Versuchsanordnung das 
gleiche Ergebnis erzielt wie durch Verpuppung der Eltern in 
orangenem JLäichte mit Reaktion der integumentalen Pigmente, 
dann wäre als sicher anzunehmen, da die letztgenannte Reaktion 
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für den Übertragangseffekt gleichgültig ist. Mit anderen Worten: 


in letzterem Falle ist das Verbalten des Somas nebensächlich für 
die Beschaffenheit der Nachkommen; sind letztere im Sinne des 
Versuchsfaktors verändert, so muf das zurückgeführt werden auf 
direkte Veränderung der Keimzellen durch den Versuchsfaktor ; 
irgendwelche Beteiligung somatogener Vôrgänge an der Beein- 
flussung der Nachkommen erscheint dann ausgeschlossen, AE min- 
desten aber nicht beweisbar. 

Wenn dagegen eine Beeinflussung der Nachkommen nur ein- 
tritt bei der erstgenannten Versuchsanordnung, d. h. dann wenn 
das Integument der Eltern auf den Versuchsfaktor reagiert, so ist 
die Notwendigkeit somatogener Vorgänge für die Übertragung 
der erworbenen elterlichen Eigenschaft auf die Nachkommen zum 
mindesten wahrscheinlich gemacht. 

Über die Natur des Übertragungsfaktors ist damit zunächst 
direkt noch nichts ermittelt: dafür wären noch besondere Ver- 
suche notwendig und ebenso dafür, die Wahrscheinlichkeit der Be- 


_ teiligang somatogener Vorgänge an der Übertragung zur Gewif- 


heit einer solchen Beteiligung zu steigern. 
Die Schilderung der Versuche folgt dem auch in den früheren 
Mitteilungen benutzten Schema. 


I. Beschaffenheit der P,-Generation. 
Die Raupen der Ausgangsgeneration P, wurden in nichtfar- 


‘biger Umgebung bei Tageslicht aufgezogen; die Umgebung in den 


verschiedenen Zuchtbehältern war schwarz, hell- und dunkelgrau, 
schmutzig bräunlich. Das einzig Farbige in den Behältern war 
das grüne Futter. 

Die von den Wänden der Behälter abgenommenen Puppen 
wurden wie sonst auf die fünf Färbungsklassen verteilt, wie ich. 
sie in früheren Abhandlungen aufgestellt habe. Diese fünf Klassen 
(a —e) wurden, um die Variation der Puppen vorläufig wenigstens 
in groBen Zügen festzulegen, derart in zwei Gruppen À und B 
gesondert, daf Gruppe À die Klassen a, b und € umfalt, Gruppe 
B dagegen die Klassen d und e enthält 

Gruppe À besteht somit aus den viel WeïiB und Schwàrz be- 
sitzenden Klassen a und b nebst einer Übergangsklasse c, B aus 
den Klassen d und e, welche sich durch grünliche (d) oder grüne 
(e) Grundfärbung und starke bis stärkste Reduktion der schwarzen 


 Flecken auszeichnen. Diese beiden Klassen werden der Eïinfach- 


heit halber im folgendem kurz als grün bezeichnet. Das vor- 
14* 
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wiegende Auftreten von B ist für Zuchten in orangenem Lichte 
charakteristisch. Näher soll auf das Verhalten der einzelnen 
Klassen in dieser vorläufigen Mitteilüung nicht eingegangen werden; 
ich beschränke mich auf das Verhältnis der beiden Gruppen À 
und B. | 

Die an grünen Blättern angehefteten oder zwischen solchen 
am Boden gefundenen Puppen werden, weil aus farbiger Um- 
gebung stammend, ausgeschieden; sie würden das Ergebnis, das 
sich auf nichtfarbige Umgebung beziehen soll, fälschen. 

Von Wänden und Decken der Zuchtbehälter wurden im ganzen 
535 Puppen abgenommen. Davon entfallen auf: 


A — 522 
Br B — 2,43) 


-Gesamtzahl 535 


Es herrscht also, wie das nach der Beschaffenheit des Ver- 
puppungsuntergrundes von vornherein anzunehmen war, die Gruppe 
À überwiegend vor. Grüne Puppen sind nur wenige entstanden, 
und zwar in diesem Falle noch weniger sogar als 7°/, welche 
Zahl als Durchschnitt für Zuchten in nichtfarbiger Umgebung 
früher ermittelt wurde. Doch kamen auch vordem schon Zuchten 
mit niedrigerer Anteilsziffer der Gruppe B zur Beobachtung. 

Zur Weiïiterzucht verwandt wurde nur ein Teil der Gruppe 4, 
und zwar die Färbungsklassen a und b, also diejenigen, welche das 
meiste Schwarz und Weil besaBen. Diese Puppen wurden alsbald 
in orangegelbes Licht gebracht, in dem sie überwinterten und die 
ganze weitere Entwicklung durchmachten. Erst die flugfähigen 
Falter wurden aus diesem Licht herausgenommen und bei vollem 
Tageslicht zur Fortpflanzung gebracht. Das Puppenstadiam der 
daraus erzielten Nachkommen bildet die Puppen der P,-Generation. 


II. Beschaffenheit der ?, - Generation. 


Mit den Raupen der P,-Generation wurden mehrere Zuchten 
angelegt; hier sei nur kurz das Wichtigste darüber hervorgehoben. 
Zunächst wuchsen alle Raupen unter gleichen Bedingungen heran, 
und zwar in dunkelgrauer Umgebung. Die erwachsenen Raupen 
wurden dann zur Verpuppung gebracht 

1) in dunkelgrauer Umgebung, und zwar in demselben Zucht- 

behälter, in dem die Mehrzahl der Eltern sich verpuppt 
hatte ; 

2) in hellgrauer Umgebung ; 
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3) in verdunkeltem schwarz ausgekleidetem Behälter ; 

4) in orangenem Licht. 

Die Versuche 1—3 kann man als Zuchten mit Fortfall der 
Versuchsbedingungen zusammenfassen, da hier der zu prüfende 
Versuchsfaktor der P,-Generation fehlt, der in der Zucht 4 aber- 
mals zur Anwendung kam. 


a) Versuche mit Fortfall der Versuchsbedingungen. 

1) Zucht in dunkelgrauer Umgebung und zwar der gleichen, aus 
der die Mehrzahl der Eltern stammte. 

Auch hier werden im folgenden ebenso wie oben bei der P,- 
Generation nur die Puppen von den Wänden und der Decke des 
Behälters berücksichtigt; die unmittelbar von grünen Blättern 
stammenden scheiden hier wie dort aus. Es ergibt sich dann: 


À = 153 
B=.-5 B = 3,16°/ 
Gesamtzahl 158 


2) Zucht in hellgrauer Umgebung; ebenfalls nur Puppen von 
Seitenwänden und Decke: 


À = 153 
B — 24 B — 13,50 
Gesamtzahl 177 


3) Zucht in verdunkeltem Behälter. 

Der schwarz ausgekleidete Kasten war gänzlich verdunkelt ; 
Licht konnte, abgesehen vom Offnen zum Füttern oder zur FH 
trolle, hôchstens in minimalen Spuren eindringen, da der Deckel 
mit übergreifendem Rande versehen und der Kasten auch aufen 
vollständig mit schwarzem Papier beklebt war. Es kônnen hier 
deswegen sämtliche Puppen herangezogen werden, da ein Einfluf 
des von den grünen Blättern reflektierten Lichtes nicht anzu- 
nehmen ist. 


À 262 
B — 30 D 10270/0 
Gesamtzahl 292 


Zieht man das vorstehende Ergebnis aller Zuchten mit Fort- 
fall der Versuchsbedingungen zusammen, so erhält man: 
À — 568 
DE—109 bi=+9,402/0 
Gesamtzahl 627 : 
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b) Versuche mit Fortdauer. der Versuchsbedingung. 


4) Zucht in orangenem Licht. 

Nur das letzte Raupenstadium befand sich unter dem Einfluf 
des Versuchsfaktors. Auch hier kônnen sämtliche Pappen gezählt 
werden, da eine Fälschung des Ergebnisses dadurch nicht ent- 
stehen kann: 

A =:20 
B — 482 B — 96,00! 


Gesamtzahl 502 


III. Bedeutung der Zuchtergebnisse, 


Wenn man die Bedeutung der im vorstehenden mitgeteilten 
Zahlen richtig würdigen will, so ist es notwendig, sie nicht nur 
untereinander, sondern auch mit Zahlen aus früheren Versuchs- 
reihen zu vergleichen, insbesondere mit solchen der zweiten vor- 
läufigen Mitteilung (1919), die sich auf die Nachkommen der in 
orangenem Lichte grün gewordenen Puppen beziehen. Diese Zahlen 
môügen hier, so weit erforderlich, übersichtlich zusammengestellt 
werden; es genügt dabei die Angabe der Anteilziffer der Gruppe B: 


I. Kontrollzuchten durchschnittlich . . . 7,00 
II. Ausgangszucht P, der vorliegenden eme 2,43 , 
IITL. Durchschnitt der neuen P,-Zuchten mit Fort- 


fall des Versuchsfaktors . . 9,40 , 
IV. Neue P;-Zucht in dunkelgrauer Ungebung (vie 
die Eltern) . . . DUT TES 
V. Neue P,-Zucht in Rite ou tm TRES. es 
VI. Neue P,-Zucht im Dente RER EX A: 
VIT: Fribere Kontrollzuchten im Dunkeln . . 11,30 
VIII. Neue P,-Zucht mit Wiederholung des SRE NES 
faktors’ (in orangénems ich) ee ne SG QU 
IX. P,-Zucht (1919) in orangenem Licht . . . . 628, 
X. P,-Zuchten (1919) mit Wiederholung des Ver- 
suchsfaktors . . Get ASE 
_XI. P,-Zuchten (1919) “e Fortfall a rare 
faktors im Durchschnitt : 29 , 1.004559 


7 


Zunächst sieht man, daf der durchschnittliche Anteïl von B 
in den unbeeinfluBten neuen ?,-Zuchten (III) etwas grôfer ist als 
in der Ausgangszucht P, (II). Kommt nun diese Zunahme an B 


auf Rechnung des in P, wirksam gewesenen Versuchsfaktors oder 


pbs Te à 


\ 
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liegt sie innerhalb der gewôhnlichen Variationsbreite? So unbe- 
dingt einfach ist diese Frage nicht zu entscheiden. Denn die Zu- 
nahme ist gegenüber der Ausgangsgeneration P, zwar ganz deut- 
lich (von 2,4 auf 9,4 ©Jo), aber wenn man den Durchschnitt frü- 
herer Kontrollzuchten heranzieht (1), die für B eine Anteilzifrer 
von ? °/o aufweisen, so kann man immerhin im Zweifel sein, ob bei 


. den hier in Rede stehenden P,-Zuchten die nur etwas hühere An- 


teilziffer von B nicht doch blof der auch sonst vorhandenen 
Variabilität der Puppenfärbung entspricht; zumal wenn man be- 
denkt, daf in einzelnen Kontrollzuchten auch schon mehr als 8 °h 
B becbachtet worden sind. Immerhin soll hier, um den Anschein 
emer Auslegung der Zahlen in einem vorgefafiten Sinne zu ver- 
meiden, die Sachlage so beurteilt werden, daf wirklich der in P, 
zur Anwendung gekommene Faktor eine geringe Zunahme von B 
in P, hervorgerufen babe. 

Ein richtiges Bild gewinnen wir aber erst, wenn wir nun 
einmal die einzelnen Zuchten der P,-(Generation ansehen. In 
dunkelgrauer Umgebung (IV), und zwar in der gleichen, in der 
die Elternpuppen sich bildeten, ist die Zunahme von B gegenüber 
P, so gering, da man von einer Wirkung des Versuchsfaktors 
nicht sprechen: kann. Die Zunahme von 2,4 auf 3,1% dürfte 
ganz innerhalb der bei Feststellung der. Variabilität unvermeid- 
lichen FehlergrôBe liegen, zumal der Anteil von B weit unter 
dem normalen Durchschnitt (1) bleibt. 

Ein wenig anders ist das bei P, in hellgrauer Umgebung (V); 
hier ist gegenüber der Ausgangszucht P, (IT) eine deutliche, gegen- 
über dem Durchschnitt der Kontrollen eine geringe Zunahme von 
B vorhanden, für welche man wohl den in P, zur Anwendung ge- 
kommenen Lichtfaktor verantwortlich machen muf. 

, Eine kleine Zunahme von PB gegenüber der Ausgangszucht 
findet sich dann auch in der Dunkelzucht P, (VI). Doch ist dafür 
eins mit Nachdruck hervorzuheben: frühere Kontrolldunkelzuchten 
mit unbeeinflufitem Material (VII) zeigten eine Anteilziffer von B 
mit 11,36 °/o, die hôher ist als die hier in P, (IX) aufgetretene 
(10,27 ‘/o); letztere liegt also innerhalb der Variabilitätsgrenze. 
Man kann hier offenbar nur gezwungenermafñen von einer Wir: 
kung des Versuchsfaktors reden; unter keinen Umständen liègt 
eine ausgesprochene Wirkung vor. 

Wenn nun die P,-Generation während der Verpuppungsperiode 
abermals der Wirkung des orangenen Lichtes ausgesetzt wird 
(VIII), so tritt naturgemäB gegenüber der Elterngeneration P, 
eine starke Zunahme von B ein. Das ist an sich nicht von Be- 
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lang, denn es handelt sich hier um direkte Wirkung des oran- 
genen Lächtes. Was aber auffällt, ist die Tatsache, daf die An- 
teilsziffer von B hier in P, (VIII) hôher ist als in den früheren 
Zuchten (P, 1919, IX), welche die direkte Wirkung des gleichen 
Versuchsfaktors untersuchten; und zwar ist hier in P, (VIII) der 
Anteil von B derart erheblich grôfer als bei einmaliger Einwir- 
kung von orangenem Licht (IX), daf er fast die Hôühe der Anteils- 
ziffer jener Zuchten (X) erreicht, bei denen nicht nur die Zucht 
selbst, sondern auch die Elterngeneration dem Einfluf des oran- 
genen Lichtes ausgesetzt war. Man wird den Befund nur so 
deuten kôünnen, daf hier in der neuen ?,-Generation eine Wirkung 
des auf deren Elterngeneration ?, zur Anwendung gebrachten 
Faktors vorliegt ganz parallel zu den Ergebnissen der Zuchten 
1919 (IX und X), über die ausführlicher bereits früher berichtet 
wurde. 

Wie gestaltet sich nun bei dieser Sachlage die Beantwortung 
der eingangs aufgestellten Fragen ? 

Erstens erscheint auch die ,normale“ weif-schwarze Färbung 
der Puppen in hohem Grade als erblich. Das geht hervor aus 
einem Vergleich der unbeeinflufiten P,-Zuchten (III—VI) mit der 
Ausgangszucht P, (II): obwohl während der Ausbildangszeit des 
geschlechtsreifen Zustandes der Eltern und ihrer Geschlechtspro- 
dukte ein abändernder Faktor wirksam war, hat doch die er- 
drückende Mehrzahl der Nachkommen die elterliche Färbung bei- 
behalten, denn sie gehôürt wie die Elterngeneration der Fan 
A an. 

In dieser Feststellung ist zugleich die zweite Antwort schon 
enthalten : 

Obwohl die Keimzellen der Eltern während ihrer Ausbildung 
mit orangenem Licht bestrahlt wurden, zeigen die Nachkommen 
keine oder nur ganz geringe Wirkung des Versuchsfaktors. Dieses 
negative Ergebnis zwingt zu der Folgerung: Damit ein an sich 
die Puppenfärbung stark beeinflussender Faktor (orangenes Licht), 
der auf die Elterngeneration einwirkt, die Färbung der Nach- 
kommen erheblich beeinflufit, mu er so einwirken, daf das Inte- 
gument der Eltern oder allgemeiner gesagt deren Soma im Sinne 
des Versuchsfaktors reagiert. Mit anderen Worten: für die Fär- 
bung der Nachkommen ist die Färbung des elterlichen Somas 
keineswegs gleichgültig, sondern in hohem Grad wichtig; bei Ab- 
änderung der elterlichen Färbung durch einen äuferen Faktor und 
Übertragung dieser Ânderung auf die Nachkommen werden daher 
somatogene Vorgänge von grüfiter Bedeutung. Wenn die Nach- 
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kommen im Sinne des auf die Eltern angewandten Versuchsfaktors 
verändert sind, so sind sie das nicht infolge unmittelbarer Beein- 
flassung der elterlichen Keimzellen durch jenen Faktor, sondern 
weil das elterliche Soma auf den Faktor reagiert hat. Es liegt 
hier eine Übertragung somatogener Eigenschaften auf die Nach- 
kommen vor. 

Diese Folgerungen ergeben sich ohne Zweifel aus einem Ver- 
gleich einerseits der unter IX und XI und andrerseits der unter 
II VI aufgezählten Zuchten. Hat das elterliche Soma reagiert 
(IX), so tritt die erworbene elterliche Grünfärbung oder mit an- 
deren Worten die Wirkung des Versuchsfaktors in ganz erheb- 
lichem Umfange bei unbeeinfluBten Nachkommen (XI) wieder auf. 
Wirkt aber der Versuchsfaktor auf die Eltern ein zu einer Zeit, 
in der das Soma nicht mehr sichtbarlich auf ihn reagieren kann 
(II), so ist die Wirkung des Faktors an den Nachkommen gar 
nicht oder kaum zu spüren. Gar nicht zu spüren ist seine Wir- 
kung im vorliegenden Falle, wenn die Nachkommen sich in genau 
der gleichen dunkelgrauen Umgebung verpuppen (IV), in der die 
Eltern (II) aufwuchsen; das Gleiche gilt für Verpuppung der 
Nachkommen in Dunkelheit (VI). In geringem Grade zu spüren 
ist die Wirkung, wenn die Umgebung der Nachkommenzucht der 
Entstehung der Grünfärbung etwas günstiger ist, wie das für 
Hellgrau (V) gegenüber dem dunkleren Grau der anderen Zucht 
zu gelten hat, da helle Umzebung im allgemeinen einer Re- 
duktion des schwarzen Pigmentes etwas fôrderlich ist, wie schon 
bei früheren Gelegenheiten ausgeführt wurde. 

Danach miüssen somatogene Vorgänge an der bereits 1918 und 
1919 geschilderten Übertragung der erworbenen Grünfärbung be- 
teiligt sein. Denn sonst müfiten die Nachkommen der schwarz- 
weifen mit orangegelbem Licht bestrahlten Puppen ebenso be- 
schaffen sein wie die Nachkommen der durch solche Bestrahlung 
grün gefärbten Puppen, bei denen diese Bestrahlung nach Voll- 
endung der somatischen Reaktion aufgehoben wurde. Das ist aber 
nicht der Fall. 

Aus dem Vergleich der Zuchten VIITI und X geht aber noch 
etwas anderes hervor. Hat das elterliche Soma mit sichtbaren 
Symptomen reagiert (IX), so tritt bei Wiederholung der Versuchs- 
einwirkung auf die Nachkommen eine Steigerung der Reaktion auf 
(X); hat aber das elterliche Soma nicht sichtbar reagieren künnen 
(IL) und wird der kritische Faktor bei den Nachkommen während 
der Periode der Reaktionsmôüglichkeit wiederum angewandt, dann 
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tritt ebenfalls sofort eine erheblich ne Wirkung des Fak- 
tors ein (VIII). 

Das kôünnte nun, Ho nur wenn man die anderen Tat- 
sachen aus dem Auge verliert, den Anschein erwecken, als ob hier 
die Reaktion des elterlichen Somas auf den Versuchsfaktor doch 
wieder entbehrlich sei für das Auftreten seiner Wirkung in den 
Nachkommen, daf also lediglich eine direkte Beeinflussung der 
Keimzellen vorgelegen habe. Demgegenüber ist folgendes zu sagen. 

Die eigentliche Ausbildungszeit der Keimzellen fällt in die 
Zeit nach der Verpuppung, wenn die Gonaden natürlich auch 
schon vorher angelegt sind. Man kann wohl zu Recht annehmen, 
daf ein äuferer Faktor auf eine vollständig ruhende Zelle wenig 
einwirkt, dagegen vor allem zur Geltung kommt, wenn die Zelle 
in Tätigkeit oder in Entwicklung begriffen ist; denn dann ist sie 
labil und bietet sicherlich leichter Angriffspunkte. Deswegen muB 
man erwarten, da die Keimzellen während ihrer Wachstums- und 
Ausformungsperiode für den Versuchsfaktor empfänglich sind. Ist 
das der Fall, dann muf eine Bestrahlung der schwarz - weifien 
Puppen mit orangenem Licht während mindestens sechs Monaten 
und während der Ausbildung des geschlechtsreifen Zustandes in 
mindestens dem gleichen Grade eine Grünfärbung der Nachkommen 
bewirken wie die sehr viel kürzere Bestrahlung der Eltern wäh- 
rend der Verpuppungsperiode; ja, man sollte eine viel stärkere 
Einwirkung auf die Nachkommen erwarten als bei der letzteren 
Versuchsanordnung. 

Aber das gerade Gegenteil trifft zu, wie die mitgeteilten 
Zahlen beweisen. Wirkt das orange Licht nur während der Ver- 
puppungsperiode auf die Eltern, so dafi die somatische Beschaffen- 
heit der Eltern verändert wird, dann zeigen auch die Nachkommen 
in erheblichem Umfange die von den Eltern erworbene Beschaffen- 
heit. Wirkt das Licht auf die Eltern nach Vollendung der Ver- 
puppung, so daB eine sichtbare Reaktion darauf nicht mehr ein- 
tritt, und dauert die Einwirkung auch über ein halbes Jahr, so 
sind die Nachkommen ohne Hinzutritt besonderer Umstände gar 
nicht oder kaum beeinfluft. Das heift’doch nichts anderes, als daf 
die Keimzellen für den Versuchsfaktor unempfänglich sind. 

Man kônnte nun vielleicht sagen, die Keimzellen hätten eben 
nur während der Verpuppungszeit ihre ,sensible Periode“, später 
seien sie unempfindlich für den äuferen Faktor. Dieser Einwand 
wäre nur dann stichhaltig, wenn die Keimzellen sich während der 
Verpuppung in einer besonderen Phase befänden, die mit Voll- 
endung der Verpuppung abgeschlossen wäre, so da$ dann wesent- 
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lich anders beschaffene Keimzellen vorlägen. In den Tatsachen 
findet das aber keine Stütze, so daf jener Einwand nichts wie 
eine rein dialektische Ausflucht ist. Denn mit Vollendung der 
Verpuppung wird gar kein Einschnitt in den Entwicklungsgang 
der Keïmzellen gemacht; ïhr Zustand vorher und unmittelbar 
nachher unterscheidet sich in nichts von einander: die eigentliche 
Ausbildung der Zellen beginnt auch erst später. Die Annahme 
einer besonderen sensiblen Periode wäre in diesem Falle eine aus 
der Luft gegriffene Fiktion, während die Annahme eines Kausal- 
nexus zwischen Reaktion des elterlichen Somas und Beschaffenheit 
der Nachkommen durch die Tatsachen den hüchsten Grad der 
Wabhrscheinlichkeit erhält, namentlich wenn man bedenkt, da die 
Reaktion des elterlichen Somas in einer Veränderung seines Che- 
mismus besteht und daB erst in diesem veränderten Chemismus die 
Keimzellen heranwachsen. Mehr soll in dieser vorläufigen Mit- 
teilung über diesen Punkt nicht ausgeführt werden. 

Wenn die P,-Generation der hier neu vorliegenden Versuche 
offenbar eine Steigerung der Empfänglichkeit gegenüber dem oran- 
genen Licht erworben hat (vgl. die Zuchten V und VIII), so 
braucht das nicht auf eine direkte Beeinflussung der elterlichen 
Keimzellen zurückzugehen, die nach den übrigen Tatsachen hôchst 
unwahrscheïnlich ist; sondern während der Puppen,ruhe“ finden 
ganz analoge Prozesse statt wie in der Verpuppungsperiode, 
namentlich ganz entsprechende Veränderungen am Integument. 
Wenn nun auch das also keineswegs ruhende Soma der Puppe 
nicht derart auf das orangene Licht reagiert wie in der vorher- 
gehenden Verpuppungsperiode, so daf jetzt äuferlich nichts von 
einer Reaktion zu sehen ist, so ist es doch hôüchst wahrscheinlich, 
daf eine Beeinflussung der somatischen Prozesse gleichwohl statt- 
hat, die nur nicht 50 intensiv sein werden wie in der Verpuppungs- 
periode. So kommt es, dafi dann wohl die Nachkommen eine ge- 
wisse Disposition erwerben, auf den Versuchsfaktor leichter und 
intensiver zu reagieren, daf aber die schwache Beecinflussung des 
elterlichen Somas nicht ausreicht, allein die Färbung der Nach- 
kommen zu bestimmen, wie das der Fall ist, wenn es selbst ener- 
gisch auf den Versuchsfaktor reagiert hat, so daf es selbst auch 
äuferlich in seiner Färbung diese energische Reaktion kundgibt. 

Das hier zuletzt ausgeführte gilt nun nicht nur für die 
Wiederholung des Versuchsfaktors in der P,-Generation, sondern 
für alle Zuchten. Unterstützt die Umgebung das Grünwerden der 
P,-Puppen nicht, dann tritt die Wirkung des Faktors gar nicht 
zutage (Dunkelzucht und Zucht in Dunkelgrau); fôrdert dagegen 
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die Umgebung die Reduktion des schwarzen Pigments nur wenig 
(hellgrau) oder sehr (orangenes Licht), dann manifestiert sich der 
Einfluf des P-Versuchsfaktors in einer der Umgebung propor- 
tionalen Weiïse. Es liegen also gar keine Widersprüche zwischen 
den einzelnen Versuchsergebnissen vor, wenn somatogene Prozesse 
an der Übertragung der Wirkung des in P, angewandten Faktors 
auf die Puppen der P?,-Generation beteiligt sind; die Widersprüche 
sind aber nicht zu beseitigen, wenn für diese Übertragung direkte 
Beeinflussung der Keimzellen angenommen wird. Denn dann haben 
wir bald eine solche Beeinflussung, daf die Nachkommen grün 
werden wie die Eltern (Versuche 1919) bald fehlt solche Beein- 
flussung (neue Versuche). Mehr darüber auszuführen würde den 
Rahmen dieser vorläufigen Mitteilung überschreiten. 

Wenn hier Soma und Keimzellen einander gegenübergestellt 
worden sind, so ist das nur geschehen im Hinblick auf die übliche 
Ausdrucksweise, im übrigen nur in topographischem Sinne. 

Wenn auf den Versuchsfaktor nicht bloB zunächst das Inte- 
gument, wie es den Anschein hat, sondern unmittelbar der ganze 
Kôrper reagiert, dann werden damit auch die jungen Keimzellen 
unmittelbar reagieren. Denn sie sind nicht Fremdkôrper im Soma, 
sondern integrierende lebende Teile des Tieres. Aber diese direkte 
Reaktion des Gesamtkôürpers und damit der Keimzellen, wenn sie 
überbaupt vorhanden ist, was als sehr unwahrscheinlich erscheint, 
kann in den Keimzellen nur sehr schwach sein. Denn sonst 
müften die Nachkommen der P,-(reneration der vorliegenden Ver- 
suche eine starke Verschiebung der Variationsrichtung im Sinne 
der Gruppe B zeigen. Das ist nicht der Fall. Sollen sie ohne 
neue Beeinflussung die im Sinne des Versuchsfaktors liegende 
grüne Färbung wenigstens in erheblichem Umfange zeigen, dann 
eben ist die sichtbare energische Reaktion des elterlichen Somas 
unbedingt notwendig wie in den früheren Versuchen (IX und XI). 

Die Beteiligung somatogener Vorgänge an der Übertragung 
der von den Eltern künstlich erworbenen Grünfärbung auf die 
unbeeinflufiten Nachkommen wird also auch durch die Annahme 
einer solchen, nach den Tatsachen hôchstens ganz schwachen Re- 
aktion der Keimzellen selbst unmittelbar auf den Versuchsreiz 
nicht aus der Welt geschafft. 

Es wird nun zunächst die Aufgabe weiterer Versuche sein, 
diesen bis zur grôüBten Wahrscheinlichkeït erwiesenen Satz zur Ge- 
wiBheit zu erheben. Als eine der môglichen Versuchsanordnungen 
ergibt sich folgende: Wenn die Ausgangsgeneration der Wirkung 
orangenen Lichtes ausgesetzt wird, so werden die Puppen zu 
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einem grofen Teil grün (B), ein Teil behält aber viel schwarzes 
und weiïfies Pigment bei (4). Diese letzteren Puppen haben wäh- 
rend der gleichen zeitlichen und qualitativen Periode unter dem 
Einfluf des Versuchsfaktors gestanden wie die der Gruppe B, 
deren Nachkommen in bedeutendem Mañe in Richtung der Eltern 
variieren. Îst nun die Beteiligang somatogener Vorgänge an 
dieser Übertragung der Wirkung des Versuchsfaktors auf die 
Nachkommen nebensächlich oder gar überhaupt nicht vorhanden, 
dann müssen die Nachkommen der Gruppe À genau so beschaffen 
sein wie die der Gruppe B. Sind aber somatogene Vorgänge an 
jener Übertragung beteiligt, dann werden die Nachkommen der 
Gruppe À zwar aller Voraussicht nach zum Teil im Sinne des 
Versuchsfaktors variieren, weil die Eltern jedenfalls nicht ganz 
reaktionslos geblieben sind, aber im übrigen doch betreffs der An- 
teilziffer der grünen Puppen hinter den Nachkommen der Gruppe 
B zurückbleiben entsprechend dem geringeren Reaktionsgrade des 
elterlichen Somas. Eine Schwierigkeit zur Ausführung dieses Ver- 
suchs liegt nur darin, daf es nicht leicht ist, die Ausgangsgruppe 
A in genügend zablreichen Exemplaren zu erhalten; doch hoffe 
ich dieser Schwierigkeit Herr zu werden. 


Über Alter und Art der Phasen variscischer 
__ Gebirgsbildung. 
Von 
Hans Stille. 
Vorgelegt in der Sitzxung vom 17. Dezember 1920. 


Nur ein kurzes Referat wird im folgenden gegeben; ausführ- 
lichere Verôffentlichung an anderer Stelle behält sich der Ver- 
fasser vor. 

Vor zwei Jahren legte Fur der K.,Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Güttingen einen Aufsatz étale Über Haupt- 
formen der Orogenese und ihre Verknüpfung“ vor!) In ihm wurde 
als ,orogenetisches Zeitgesetz“ der Erfahrungssatz definiert, daf 
alle echte Gebirgsbildung, auch die des Bruchfalten- und Block- 
gebirges, an verhältnismäfig wenige und zeitlich eng begrenzte 
Phasen von erdweiter Bedeutung gebunden ist. 

Als caledonisch,. variscisch und alpidisch bezeichnen wir ja die 
drei grofien postkambrischen Faltungen Europas. Die mittlere soll 
im JLichte des orogenetischen Zeitgesetzes und auch im Lichte des 
orogenetischen Reaktionsgesetzes, nach dem die verschiedenartigen 
orogenetischen Erscheinungen Reaktionsformen des verschieden- 
artigen Untergrundes auf die gleichen gebirgsbildenden Kräfte 
sind, betrachtet werden. Es ergibt sich, 


a) da sich allem Anscheine nach die gesamten gebirgsbildenden 
Vorgänge vom Ende des Devons bis zum Beginne des Meso- 
zoikums in nur vier Phasen einordnen lassen, nämlich in: 

1. eine bretonische (vorcarbone) Phase zwischen Devon und 
Carbon, die vielleicht schon einen unbedeutenden Vorläufer 
im jüngsten Devon gehabt hat, 

2. eine sudetische (vorobercarbone) Phase zwischen Unter- 
karbon und Obercarbon, 


1) Nachrichten von der K. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen, math.-phys. K1., 1918. 


EE 
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3. eine asturische (intraobercarbone) Phase zwischen den 
Saarbrücker und Ottweiler Schichten des Obercarbons, 

4. eine saalische (postcarbone) Phase vor Ablagerung der 
oberen Palaeodyas ; 

b) daf gleichzeitig in diesen Phasen an verschiedenen Orten die 
verschiedenartigsten tektonischen Typen, und zwar in unver- 
kennbarer Abhängigkeit von der Beschaffenheit des Unter- 
grundes, entstehen, 

c) daf bei wiederholter Gebirgsbildung im gleichen Raume im all- 
gemeinen die jüngere Phase gegenüber der älteren einen tieferen 
tektonischen Typus zeigt. 

Zu a Die tlicheet der variscischen A 
veranschauliche ich nochmals in folgendem Schema: 
Zechstein 
Oberrotliegend 
saalische Faltung 
Unterrotliegend 
Ottweiler Stufe 
asturische Faltung 
Saarbrücker Stufe 
Waldenburger Stufe 
sudetische Faltung 
Untercarbon 
bretonische Faltung 
Oberdevon. 
Weitere Phasen variscischer Faltung scheinen mir bisher nicht 


sicher nachgewiesen zu sein. In der Literatur wird zwar eine grüBere 
Zabl von Zeitabschnitten des jüngeren Palaeozoikums als gebirgs- 
bildend angegeben oder die Zeitangaben sind überhaupt sehr unbe- 
stimmt gehalten; doch das liegt in der Hauptsache an Gründen, die ich 
früher. schon auseinandergesetzt habe, z. B. an der unzureichenden 
Unterscheidung von Orogenese und Epirogenese, an der Ungenauig- 
keit oder Unrichtigkeit der stratigraphischen Unterlagen, an der 
unsorgfältigen Definition der zwischen den orogenetischen Ereignissen 
und den nachfolgenden Transgressionen liegenden Zeitabschnitte, 
an der viel zu weit gehenden Bewertung von Gerüllvorkommen 
und von eruptiven Vorgängen. Das soll für die Einzelgebiete 


variscischer Gebirgsbildung an anderer Stelle gezeigt werden. 
Den obigen Bezeichnungen für die Phasen der variscischen Faltung sind 
solche Gebiete zu Grunde gelegt, in denen die Altershbestimmung des tektonischen 
Vorganges infolge môglichst geringen Altersunterschiedes der jüngsten noch be- 
troffenen und der ältesten nicht mehr betroffenen Schicht môüglichst genau zu 
geben ist. So bringe ich die Bezeichnung ,bretonisch"* mit Rücksicht auf die 
besondere Bedeutung und besonders klare Erkennbarkeit der vorcarbonischen 
Phase in der Bretagne in Vorschlag. Von der ,ysudetischen“ Phase als der- 
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jenigen, die zwischen dem Untercarbon und dem tiefsten Obercarbon eingetreten 
ist, hat Frech in der Lethaea palaeozoica I, Bd. 2, gesprochen. Die Bezeichnung 
»asturisch“ weist auf die namentlich durch Ch, Barrois geklärten Verhält- 
nisse in Asturien hin, wo das Westfalien (Schichten von Sama) in konkordantem 
Verbande mit Untercarbon und Devon noch mitgefaltet ist, während das obere 
Obercarbon (Schichten von Tineo) diskordant den älteren Kaltenbau überdeckt. 
Als ,saalisch“ bezeichne ich endlich die jüngste Phase mit Rücksicht auf ihre 
gute Erkennbarkeit in Mitteldeutschland, besonders im Saalegebiete. 


In Deutschland finden wir Gebirgsbildungen von bretoni- 
schem Alter z. B. im Sudetengebiete und in geringer Ausdehnung 
und Entwicklung auch im nordüstlichen Rheinischen Schiefergebirge. 
Die Hauptphase der variscischen Gebirgsbildung ist in Deutsch- 
land unzweifelhaft die sudetische. Sie gibt sich im südlichen 
Rbheïnischen Schiefergebirge in dem (regensatze zwischen der starken 
Faltung des älteren Paläozoikums und der geringeren Faltung der 
Saarbrücker Schichten des Saargebietes, ferner im Schwarzwalde 
und in den Vogesen, in Sachsen und Schlesien zu erkennen. Auch 
die Hauptfaltung des Harzes gehôrt mit gro$er Wahrscheinlichkeit 
hierher und nicht in die folgende Phase, wenn am Harz auch älteres 
Obercarbon nicht vorhanden und somit zunächst nur zu sagen ist, 
da die Faltung jünger ist als Culm und älter als die Ottweiler 
Stufe (Oberes Obercarbon), wie auch älter als die Granitintrusionen. 
Die asturische Phase ist z. B. im Schwarzwald und in Sachsen 
angedeutet, — hier in Bewegungen, die die Saarbrücker Schichten 
noch betroffen haben, nicht aber das Untere Rotliegende, und die 
wir zur asturischen Phase stellen müssen, da andere orogenetische 
Phasen in der in Frage kommenden Zeïtspanne bisher nicht nach- 
gewiesen sind. Die asturischen Vorgänge fehlen im Saarbrücker 
Grebiete, sowie in Nieder- und Oberschlesien, wie sich aus der 
dortigen Concordanz von Saarbrücker und Ottweiler Schichten 
ergibt. Saalische Bewegungen sird in Deutschland recht ver- 
breitet, wenn hier auch meist nur verhältnismälig geringfügig. 
Wir kennen sie aus dem Schwarzwalde, dem Saarreviere und Harz- 
gebiete, aus Sachsen und aus den Sudeten. 


In der Randzone des variscischen Bogens in Rheinland- West- 
falen ist die Faltung jünger als die Saarbrücker Schichten und 
älter als der Zechstein. In dieser Zeitspanne liegen die asturische 
und saalische Gebirgsbildung. Da wir nun im westfälischen Kohlen- 
gebirge zweierlei getrennte tektonische Vorgänge zu unterscheiden 
haben, nämlich 1. die Faltung verbunden mit Überschiebungen und 
2. die jüngere Querzerstückelung der Falten durch Verwerfungen, 
so liegt es nahe, den ersteren Vorgang der asturischen (intraober- 
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carbonischen), den zweiten der saalischen (voroberrotliegenden) 
Phase zuzuschreiben ?). 

Zu b. Die Vorstellung von ,niedereren“ und ,hüheren“ Oro- 
genesen ist uns aus der mesozoisch-tertiären Gebirgsbildung Eu- 
ropas, und zwar in dem Gegensatze zwischen den tektonischen 
Erscheinungen des germanischen Beckens (saxonische Grebirgs- 
bildung) und denen des Tethysgebietes (alpine Gebirgsbildung), 
geläufig; dabei ist die saxonische Gebirgsbildung (vorherrschend 
Block- und Bruchfaltengebirge) diejenige der stabileren, die alpine 
Gebirgsbildung (Falten- und Deckengebirge) diejenige der mobileren 
Zonen. Doch auch bei den älteren Orogenesen ist dieser Gegen- 
satz zwischen einer ,germanotypen“ und einer ,alpino- 
typen“ Gebirgsbildung vorhanden, und zwar auch hier in erkenn- 
barer Abhängigkeit von der jeweiligen Struktur des von der 
Gebirgsbildung betroffenen Untergrundes. 

Europa läft sich ja nach dem Vorbilde von Marcel Ber- 
trand und Eduard Suef auf Grund der Zeitlichkeit der Faltung 
des Bodens im grofen und ganzen in vier Zonen gliedern, die 
einander von Nord nach Süd folgen. Die Grenzen sind dabei aber 
etwas unscharf, denn es gibt Gebiete genug, die von mehreren 
dieser Faltungen betroffen worden sind. Aus diesem Grunde 
môchte ich die übliche Einteilung Europas etwas variieren und 
nicht so sehr die Faltung an sich, als vielmehr die durch die 
Faltung geschaffene ,Consolidation“ des Bodens der Einteilung 
Europas zu grunde legen, wobei ich unter ,Consolidation* den- 
jenigen Zustand verstehe, der nicht mehr alpinotype, son- 
dern hôchstens noch germanotype Gebirgsbildungen zu- 
läft; Consolidation ist also eine sehr weitgehende Versteifung 
des Bodens. Nach der Zeitlichkeit der Consolidationen zerfällt 
Europa in gut zu trennende Regionen”), und ich pflege in diesem 


1) Damit müfte das im Alter viel umstrittene Mendener Konglomerat, das 
jünger als die Faltung und älter als die Querbrüche (Künigsborner Graben) ist, 
jüngstobercarbonischen bis unterrotliegenden Alters sein, was annähernd auch 
Krusch (Erl. zu BL Menden) annimmt. erner erhält bei dieser Alters- 
bestimmung der Faltung das Fehlen der Ottweiler Schichten in der Randzone des 
variscischen Bogens in Rheinland-Westfalen, Belgien und Frankreich seine Er- 
klärung; die asturische Faltung beseitigte eben den bis dahin bestehenden ober- 
carbonischen Sedimentationsraum, d.h. die Vortiefe der sudetisch aufgefalteten 
(inneren) Ketten, indem sie hier die Randketten des variscischen Bogens ent- 
stehen lief. | 

2) Dabei müssen allerdings zur Vereinfachung der Übersicht über den Bau 
Europas gewisse kleine ,präconsolidierte“ Bezirke inmitten einer jüngeren Con- 
solidationssphäre dieser jüngeren Consolidationssphäre zugerechnet werden. 

Kgl. Ges. d. Wiss, Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1920. Heft 2. 15 
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Sinne in meinen Vorlesungen über die Geologie Europas zu be- 
zeichnen À 
als Archaeoeuropa (Ureuropa) die vorcambrisch consoli- 
dierten Teile Nord- und Osteuropas, in denen seit dem Ausgange 
der praecambrischen Zeit keinerlei alpinotype Gebirgsbildung 
mehr eingetreten ist, 
als Palaeoeuropa (Alteuropa) die caledonische Consoli- 
dationssphäre, in der seit Beginn der Devonzeit keine alpinotype 
Gebirgsbildung mehr erfolgte, 
als Mesoeuropa (Mitteleuropa)') das variscisch consoli- 
dierte Europa, in dem die letzte alpinotype Gebirgsbildung im 
jüngeren Paläozoikum stattgefunden hat, und 
als Neoeuropa (Jungeuropa) den alpidisch consolidierten 
oder noch unconsolidierten Süden unseres Kontinentes. 
Ureuropa und Palaeoeuropa zusammen bildeten den Rahmen 
Mesoeuropas bei der variscischen Gebirgsbildung, das variscische 
Mesoeuropa den Rahmen Neoeuropas bei der alpidischen. Inner- 
halb der Rahmen treten bei den jüngeren Gebirgsbildungen nur 
germanotype Vorgänge ein, vorbereitet, soweit sie etwas beträcht- 
licher sind, durch epirogenetische Senkungen und anschliefende 
Sedimentationen, wie in noch stärkerem Mafe die alpinotypen 
Gebirgsbildungen durch das Sinken ihrer Muttergeosynklinale vor- 
bereitet sind. So ïist es in der nachvariscischen Geschichte 
Mesoeuropas der Fall gewesen, so auch in der nachcaledonischen 
Greschichte Palacoeuropas. Es entsprechen einander Palaeoeuropa 
der postcaledonischen und Mesoeuropa der postvariscischen Zeit 
als Rahmen eines jeweiligen Südbezirkes mit ,alpiner“ Sedi- 
mentation und nachfolgender alpinotyper Gebirgsbildung; es ent- 
sprechen einander weiter die Old-Red Sedimentation im Bereiche 
Palaeoeuropas und die germanische Sedimentation der Triaszeit 
auf dem Boden Mesoeuropas, die Ingression des mitteldevonischen 
Meeres im Grebiete der Old-Red Sedimentation (Baltikum) und die 
Ingression des mitteltriadischen Meeres in das germanische Becken, 
wie ferner die marine Transgression der untercarbonischen Zeit 
über weite Teile des palaeoeuropäischen Rahmens und die marine 
Transgression des Juras, z. T. auch schon des Rhäts, über 
weite Teile Mesoeuropas. Endlich entspricht der germanotypen 
SA Gebirgsbildung der alpidischen Âra auf dem Boden 


1) Die Bezeichnung ,Mitteleuropa“ ist hier also zeitlich und nicht räumlich 
verstanden ; dabei hat das zeitlich ‘verstandene Mitteleuropa zwar auch räumlich 
eine einigermafien mittlere Lage. 
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Mesoeuropas eine germanotype Gebirgsbildung der va- 
riscischen Âra auf dem Boden Palaeoeuropas. 

Wir finden sie in Irland und Schottland, sowie in England: mit Ausnahme 
des südlichsten Teiles, der schon Mesoeuropa angehôrt; wir finden sie ferner in 
Skandinavien, auf der Bären-Insel und auf Spitzhbergen. Hier sind die germano- 
typen Dislokationsvorgänge, soweit überhaupt eine genaue Altersbestimmung môüg- 
lich ist, in den gleichen Phasen erfolgt, wie weiter südlich die alpinotypen. 
Ich verweise auf Spitzbergen, wo groBe Blockverschiebungen eïinerseits zwischen 
Old-Red und Culm (bretonische Phase), andererseits zwischen Culm und ober- 
carbonischem Cyathophyllumkalk (sudetische Phase) eingetreten sind :): Zwischen 
Mittel- und Obercarbon nimmt Joh. Gunnar Andersson?) kräftige Dislokationen, 
Flexuren und Grabenversenkungen auf der Bäreninsel an, die also, da das Mittel- 
carbon der nordischen Gliederung unserem älteren Obercarbon, das Obercarbon 
unseren Ottweiler Schichten entspricht®), in die asturische Phase gehôren. In 
Schottland sind zwischen Old-Red und Untercarbon (bretonische Phase), sowie 
zwischen Unter- und Obercarbon (sudetische Phase) bedeutsame Bewegungen im 
Gebiete der Lowlands eingetreten. 

Postobercarbone (saalische) Bewegungen erkennen wir in England nürdlich des 
variscischen Bogens vielfach in Diskordanzen zwischen dem Upper Carboniferous, 
das z. T. noch die tieferen Ottweiler Schichten umfaBt, und den roten Gesteinen 
des ,Permian“, deren Alter zwar vielfach unsicher ist, die aber wohl nicht als 
Unterrotliegendes, sondern als Âquivalente des O b er rotliegenden gelten müssen “). 
Auch intraobercarbone (asturische) Bewegungen werden aus England angegeben + 
ein besonders bekanntes Beïispiel ist die ,Simon-Fault“ im Kohlenbecken von 
Coalbrookdale nahe Shrewsbury, die älteres Obercarbon noch betroffen hat, aber 
von den Upper Coal Measures diskordant überdeckt wird. 

Zu c). Gute Beispiele gibt der Boden Deutschlands. Die 
sudetische Gebirgsbildung ist überall alpinotyper Art; das trifft 
für die postsudetischen variscischen Vorgänge wenigstens dort, wo 
eine kräftigere sudetische Gebirgsbildung eingetreten war, nicht 
mehr oder nur noch teilweise zu. Ich verweise auf das Saargebiet, 
wo die postsudetische Gebirgsbildung mit ihren flachen Falten 
und vielen Verwerfungen schon stark an die ,saxonischen“ Vor- 
gänge der jüngeren Zeit erinnert, oder auf das Harzgebiet, den 
Kyffhäuser (nach Untersuchungen von W. Schriel) und das 
ehemalige Künigreich Sachsen. Anders ist es in der nürdlichen 


1) Vergl. A. G. Nathorst, Beiträge zur Geologie der Bäreninsel, Spitz- 
bergens und des Künig Karl-Landes. Bull. of the Geol. Inst. of Upsala 1910, 
Vol. X, S. 261 ff. 

2) Joh. Gunnar Andersson, Über die Stratigraphie und Tektonik der 
Bäreninsel. Bull. of the Geol. Inst. of Upsala 1899, Vol. IV, 2. Teil, S. 248 ff. 

3) Die Auernigschichten der Karnischen Alpen enthalten neben den marinen 
Formen des russ. Obercarbons Pflanzen von Ottweiler Alter. 

4) Vel. Haug, Traité de Géologie, $. 796. Nach Haug ist Unterrotliegendes 
(Autunien) nicht in England nachgewiesen, vielmehr gehôrt die dort vorhandene 
Palaeodyas zum Oberrotliegenden. 
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Randzone des variscischen Bogens. Dort haben wir auch bei der 
postsudetischen Gebirgsbildung noch echt alpinotype Vorgänge, die 
ja auf franzôüsischem Boden Marcel Bertrand geradezu Vor- 
bilder zur Lüsung von Problemen der alpinen Tektonik geliefert 
haben. Aber in jenem Raume der ehemaligen Vortiefe des alten 
variscischen Bogens war auch noch keine sudetische Gebirgsbildung 
eingetreten. 

In dem Mafe also, wie eine ältere variscische Phase schon 
versteifend gewirkt hat, stellt sich ein niedererer tektonischer 
Typus bei der nachfolgenden Phase ein. In diesem Sinne ist es 
verständlich, daB nur ,im allgemeinen“ (s. 0.) die jüngere Phase 
gegenüber der älteren einen niedereren tektonischen Typus zeigt. 
War aber die Faltung in der älteren Phase, wie vielfach in der 
bretonischen, nur unbedeutend, so konnte trotz dieser eine nach- 
folgende Faltung, und zwar namentlich dann, wenn sie durch 
mächtige neue Sedimentation vorbereitet war, wiederum alpinotyp 
ausfallen. 
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APaRartt 1: 
Der Zahlbegriff und die Zahlenlehre. 


A. Einleitung. 


1, Gauf' Anteilnahme an den Grundlagen der Mathe- 
matik überhaupt. 


Wer an die Würdigung dessen herantritt, was GauB zu der 
Entwickelung und Erweiterung des Zahlbegriffs und zu dessen 
Verschärfung beigetragen hat, der muB zunächst seine Aufmerk- 
samkeit auf Gauf’ Anteilnahme an grundsätzlichen Fragen der 
Mathematik überhaupt richten. Erst ein Blick auf diese Teilnahme 
im allgemeinen ermôglicht an Hand des von Gauf in Bezug auf 
den Zahlbegriff Geleisteten und Geäuferten ein Urteil darüber, 
aus welchen Gründen er wohl manch einer Frage erhebliche Auf- 
merksamkeit zugewandt, manch andere nur flüchtig gestreift oder 
ganz übergangen haben mag, und inwieweïit er in dem einen Punkt 
die Schwierigkeiten durch seine eigenen Arbeiten oder durch solche 
seiner Vorgänger und Zeitgenossen als beseitigt betrachtet, in 
einem anderen noch die endgültige Klarstellung vermift haben 
dürfte. 

GauB erwidert auf eine Bemerkung Schumachers (in Bezug 
auf Gauf’ Streben nach solcher Vollendung seiner Arbeiten, ,ut 
nihil amplius desiderari possit“) in seinem Brief vom 12. Februar 
1826 u. a. folgendes: ,... so werden Sie es doch nicht verstehen, 
als ob ich mehr für die Wissenschaft leisten würde, wenn 
ich mich mehr damit begnügte, einzelne Mauersteine, Ziegel etc. zu 
liefern, anstatt eines Gebäudes . . . Aber ungern stelle ich ein 
Gebäude auf, worin Hauptteile fehlen . . .“ (Br. G.-Sch., II, S. 46). 
Dieses Gleichnis ist für GauB nicht nur auf die ,Hauptteile“ im 
allgemeinen, sondern speziell auf das Fundament zu beziehen. Wie 
sorglos man seit dem Ende der Blütezeit der griechischen Mathe- 
matik bis zum Ausgang des 18. Jahrhunderts mit den Grundlagen 
der Mathematik umgegangen war*), wie wenig man die Beschäfti- 
gang mit diesen Dingen als lohnend und auch wohl als des 


1) Die weiteren Abschnitte dieses Aufsatzes werden zusammen mit der Ge- 
samteinleitung zu ihm später (als zweiter Teil) verôffentlicht werden. 

2) Nur die Beschäftigung mit den Voraussetzungen des Euklid, die durch 
die Jahrhunderte geht, bildet eine Ausnahme. 
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schôpferischen Mathematikers überhaupt würdig betrachtet hatte, 
das mu man sich im jetzigen Zeitalter der Axiomatik vergegen- 
wärtigen, um zu erkennen, welche Umwälzung Gau$’ Interesse an 
grundsätzlichen Fragen und seine erfolgreiche Beschäftigang mit 
solchen zu seiner Zeit bedeutet hat und wie erheblich die Wirkung 
auf Zeïtgenossen und Nachwelt sein muñte. 

Ist von Gauf’ Interesse an den Grundlagen der Mathematik die 
Rede, so denkt man zunächst an die Grundlagen der Geometrie. 
Hier handelt es sich vor allem um die Untersuchungen zur nicht- 
euklidischen Geometrie, aus denen letzten Endes die moderne Axio- 
matik erwachsen ist. Doch ist mit der nichteuklidischen Geometrie 
die Anteïlnahme von GauB an den Grundlagen der Geometrie noch 
keineswegs erschôpft: eine Reïhe von geometrischen Grundbegriffen 
und grundlesenden Problemstellungen gehen auf ihn zurück oder 
verdanken ïihm nähere Erôrterung und Klärung!), und auch sein 
in Zzahlreichen Untersuchungen hervortretendes auBerordentliches 
Interesse an Fragen der Analysis Situs?), deren spätere Entwick- 
lung er nach dem Zeugnis von Sartorius *) vorausgeahnt hat, ist 
in diesem Zusammenhang zu erwähnen. 

Weiter sind hier — jedoch als aus einem nicht nur geometri- 
schen, sondern auch spezifisch philosophischen Interesse erwachsen 
— die Bemerkungen in Bezug auf den Unterschied zwischen ,rechts“ 
und ,links“#) hervorzuheben, gelegentlich deren er gegen Kants 
Behauptung, ,daf der Raum nur Form unserer äufern An- 
schauung sei“, polemisiert und demgegenüber betont, daf ,der 
Raum unabhängig von unserer Anschauungsart eine reelle Bedeu- 
tung haben“ müsse. Wie sehr ihm diese Polemik gegen Kant am 
Herzen lag, zeigt ihre Wiederholung an einigen Briefstellen (W. 
VIII, S. 224 u. 247, Die philosophische Überzeugung, die ihn 
bei dieser Polemik leitete, drückt er noch deutlicher aus in dem 
Brief an Olbers vom 28. April 1817 (W. VIII, S. 177) und in 


1) Vel. Stäckel, S. 63—66. 

2) Ebenda, S. 67—76. 

3) ,Eine auBerordentliche Hoffnung setzte er aber auf die Ausbildung der 
Geometria situs, in der weite gänzlich unangebaute Felder sich befänden, die durch 
unsern gegenwärtigen Kalkül noch so gut wie gar nicht beherrscht werden 
kônnten.“ Sartorius, S. 88. 

4) In der Selbstanzeige (S. 177), ferner W. X1, S. 408f. FuBnote, sowie 
W. VIII, S. 247—249, wo GauB übrigens mit den Worten schlieBt (in einem Brief 
an Gerling vom 23. Juni 1846): ,DaB, was ich oben über Links und Rechts an- 
geführt habe, nur ein Kernstück eines viel ausgedehntern Systems ist, brauche 
ich wobhl nicht zu erinnern“. 
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dem Brief an Bessel vom 9. April 1830 (W. VIII, S. 201): er 
nimmt hier gegenüber der Geometrie als einer Lehre, die von den 
(unserer Gewalt nicht unterworfenen) Eigenschaften des Raumes 
abhänge, eine prinzipiell andere Stellung ein als gegenüber der 
Arithmetik und Analysis, die es mit den vom Menschen frei er- 
schaffenen Zahlen zu tun habe'}. Ein äufBerliches Kennzeichen 
des nicht nur rein mathematischen, sondern auch erkenntniskritisch 
gefärbten Interesses, das GauB an den geometrischen Grundfragen 
wie auch an einem folgerichtigen Aufbau der Grundlagen der 
Arithmetik genommen bat, ist der von ihm in solchem Zusammen- 
hang oft gebrauchte Ausdruck ,Metaphysik“ an Stellen, wo wir 
»(mathematische) Theorie“ oder ,(mathematische) Begründung“ 
sagen würden?). In der Tat hat er denn auch gewünscht, daf 
solche Klärung der Grundlagen der Mathematik nicht allein von 
mathematischer, sondern auch von philosophischer Seite aus er- 
folge (vgl. Sartorius, $S. 98), ohne freilich grofes Vertrauen auf 
die Beiträge der Fachphilosophen zur , Aufklärung der Metaphysik 
der Mathematik“ zu setzen (W. X1, S. 106). 

Es existiert übrigens eine (im Gaufarchiv befindliche und in 
W. XI 1 noch zu verôffentlichende) Aufzeichnung, in der Gau$ selbst 
»in früberer Zeit, als seine Lebensrichtung noch nicht entschieden 
war und er daran denken mufñite, daB er vielleicht als Lehrer der 
Mathematik irgendwo aufzutreten habe, ... die Anfänge der Mathe- 
matik philosophisch entwickelt hatte“ (vgl. Sartorius, S. 81, 98; 
W. VIII $S. 268). Jene Darstellung, über deren Entstehungszeit sich 
Näheres nicht feststellen lä8t, beginnt in Nr. 1 mit der Unter- 
scheidung zwischen extensiven GrüBen (solchen, ,bei denen sich 
Teile denken lassen“, wie der Raum, die geometrischen GrôüBen, 
die Zeit, die Zahl) und intensiven GrôBen (allen nichtextensiven; 
so z. B. ,Geschwindigkeit, Dichtigkeit, Härte, Hôhe und Tiefe 
der Tüne, Stärke der Tône und des Lichts, Wahrscheinlichkeit 
usw.“). Gegenstand der Mathematik seien alle extensiven Grüfen, 
dagegen die intensiven ,nur in sofern, als sie von extensiven ab- 
hängen“. In den folgenden Nrn. 2—6 untersucht GauB in eigen- 
artiger Weise den Charakter der Mathematik als Lehre von den 


1) Man vergleiche damit das (allerdings nur auf die Arithmetik sich be- 
ziehende) bekannte Wort Kroneckers: ,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott ge- 
macht, alles andere ist Menschenwerk“ (vel. Jahresber. d. D. Math.-Ver., Bd. 2 
(1893). S. 19). 

2) Z. B. ,Fragen zur Metaphysik der Mathematik“ (W. X1, S. 896), ,kon- 
zentrierte Metaphysik der komplexen GrôBen“ (ebenda, S. 436); ähnlich an vielen 
anderen Stellen. 
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Relationen zwischen (arithmetischen oder geometrischen) GrôBen 
und hebt dabei die Bedeutung der (ganzen und gebrochenen) 
Zahlen gebührend hervor; er stellt bei dieser Gelegenheit die 
antike Methode, arithmetische Fragen auf geometrischem Weg 
zu behandeln, der umgekehrten modernen Art gegenüber, dabei 
den Vorzug der letzteren anerkennend. Bemerkenswert ist ferner 
die (nicht weiter ausgeführte oder benutzte) Unterscheidung der 
beiden Fälle, daf bei den arithmetischen Beziehungen der GrüBen 
aufeinander ,der Begriff des Unendlichen vorausgesetzt werden 
mu oder nicht; der erste Fall gehôürt in die Rechnung des Un- 
_endlichen oder die hôhere Mathematik, der letztere in die gemeine 
oder niedere Mathematik“. 

Aus späterer Zeit finden sich bei Gauf keine so zusammen- 
hängenden Betrachtungen aus dem Grenzgebiet zwischen Philo- 
sophie und Mathematik, vielmehr nur gelegentliche, den Gregenstand 
streifende Bemerkungen; unter ihnen seien einige Sätze aus den 
in W. X1, S. 396f. abgedruckten Aufzeichnungen hervorgehoben, 
die allerdings in einem ganz bestimmten mathematischen Zusammen- 
hang (komplexe Zahlen) stehen. 

Die Gedanken, die wir Gauf in bezug auf den Zahlbegriff 
und die Zahlenlehre und zwar für die Theorie der reellen, der 
* gewühnlichen komplexen und der hüheren komplexen Zahlen ver- 
danken, sollen im folgenden in drei gesonderten Teilen ausführ- 
lich behandelt werden und künnen daher in dieser einleitenden Zu- 
sammenstellung der grundsätzlichen Interessen von Gauf aufer Acht 
bleiben. Nur von zwei besonderen, zwar der Arithmetik, nicht 
aber der eigentlichen Zahlenlehre zugehôrigen Punkten soll hier 
noch kurz die Rede sein. 

Einmal werde erinnert an die berühmt gewordene Stelle aus 
einem Briefe von GauB an Schumacher vom 12. Juli 1831, worin 
er gegenüber einem von Schumacher vorgebrachten Beweisversuch 
des Parallelenaxioms, der von einem Halbkreis mit unendlichgroBem 
Radius wesentlichen Gebrauch macht, folgendes bemerkt: ,Was 
... Ihren Beweis ... betrifft, so protestiere ich zuvôrderst gegen 
den Gebrauch einer unendlichen Grüfe als einer vollendeten, 
welcher in der Mathematik niemals erlaubt ist. Das Unendliche 
ist nur eine façon de parler, indem man eigentlich von Grenzen 
spricht, denen gewisse Verhältnisse so nahe kommen, als man will, 
während andern ohne Einschränkung zu wachsen verstattet ist.“ 
(W. VIII, $. 216.) Bekanntlich hat man G. Cantor gegenüber 
unter Berufung auf dieses Gaufsche Urteil geltend gemacht, der 
Gebrauch einer unendlichen Menge — oder richtiger einer unend- 
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lichen Grôüfe) — als eines abgeschlossenen Begriffs sei unzu- 
lässig. Es wird aber kaum Zweiïfelhaft sein kônnen, daf Gauê 
sein Urteil nicht in dem allgemeinen Sinn verstanden wissen wollte, 
zu dem die Fassung rein äuferlich berechtigt, sondern da er nur 
den unzulässigen, nicht erst methodisch geprüften Gebrauch des 
aktualen Unendlichgrofien in Beweisen wie dem ihm vorgelegten 
treffen wollte?); hierfür spricht namentlich die Bemerkung am 
Schluf jenes Briefes: ,... Hierin [nämlich in der Tatsache, daf 
in der Bildersprache des Unendlichen .. . die Peripherien zweier 
unendlicher Kreise, deren Halbmesser um eine endliche Grübe ver- 
schieden sind, selbst um eine Grüfe verschieden sind, die zu ihnen 
ein endliches Verhältnis hat“] ist aber nichts Widersprechendes, 
wenn der endliche Mensch sich nicht vermifit, etwas Unendliches 
als etwas Gegebenes und von ïhm mit seiner gewohnten An- 
schauung zu Umspannendes betrachten zu wollen. Sie sehen, daf 
hier in der Tat der Fragepunkt unmittelbar an die Metaphysik 
streift.“ (Ebenda, $. 218.) In der Cantorschen Betrachtungsweise, 
die dem aktualen Unendlich nicht von vorneherein gewohnte Be- 
dingungen und Gesetze aufzwingt, sondern im Gegenteil unter- 
sucht, welchen Bedingungen sich das Unendliche (nach Aufstellung 
zweckmäfiger Definitionen) fügt und welchen nicht, würde GauB 
demnach kaum etwas AnstôBiges gesehen haben. 

Endlich werde in diesem Zusammenhang auch hier darauf hin- 
gewiesen, welche Erweiterung grundsätzlicher und kühner Art 
Gauñ dem Bereich der ganzen rationalen Zahlen als Gegen- 
stand der Zahlentheorie durch die Ausdehnung der zablen- 
theoretischen Betrachtungen auf die Gesamtheit der ganzen kom- 
plexen Zahlen gegeben hat, eine Erweiterung, die gedanklich 
noch weit darüber hinaus gegangen ist, wenn die PR in 
Gauf’ Brief an Olbers vom 21. März 1816 (W. X1, S. 75) etwa 
auf die Theorie der algebraischen Zahlen überhaupt zu beziehen 
sein sollte; der Gedanke der Ausdehnung auf die allgemeine Theorie 
der Kreiskôrper ist in der zweiten Abhandlung zur Theorie der 
biquadratischen Reste (W. IT, $S. 102, Fufinote) hinreichend deut- 
lich ausgesprochen. Ein Schritt ähnlicher prinzipieller Natur liegt 


1) Unendliche Mengen werden ja und wurden in der Mathematik, von ge- 
wissen eng umgrenzten Gebieten abgesehen, von jeher auf Schritt und Tritt in Be- 
tracht gezogen; vgl. auch den dritten Absatz von Nr. 4, S. 10. Es handelt sich 
vielmehr um den aus den unendlichen Mengen durch Abstraktion gebildeten Be- 
griff aktual-unendlicher Zahlen und GrôBen. 

2) Vgl. A. Vol, Über das Wesen der Mathematik (2. Auf, Leipzig und 
Berlin 1913), S. 67, Fufnote. 
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in der Schôpfung des Begriffs der Galoisschen Imaginären in der 
Analysis residuorum (W. II, S. 217f.); die dort in Aussicht ge- 
stellte nähere Erôrterung dieses Gegenstands ist freilich unter- 
blieben. 

Diese eïinleitende Übersicht über Gauf” Denken und Schaffen 
in grundsätzlicher Richtung môge abgeschlossen werden mit 
einer Bemerkung von GauB, die sich zwar zunächst auf Funk- 
tionen bezieht, aber in ihrer Allgemeinheit erkennen läft, 
von welchem durchaus modernen Gesichtspunkt aus GauB auch 
den Zahlbegriff und seine Erweiterung letzten Endes betrachtet 
haben dürfte. In einem Brief an Bessel vom 21. November 1811 
äuBert er nämlich: ,Man sollte überhaupt nie vergessen, daB die. 
Funktionen, wie alle mathematischen Begriffszusammensetzungen, 
nur unsere eignen Geschôpfe sind, und da, wo die Definition, 
von der man ausging, aufhôrt einen Sinn zu haben, man eigent- 
lich nicht fragen soll was ist? sondern was konveniert an- 
zunehmen? damit ich immer konsequent bleiben kann“ (W. X1, 
S. 363). 


B. Die Theorie der reellen Zahlen. 


2. Natürliche Zahlen. 


In den Nummern 3 und 6 der auf $S. 4 erwähnten, aus früher 
Zeit stammenden Aufzeichnung gibt GauB eine Erklärung der 
natürlichen und der (positiven) rationalen Zahlen, die sich auf das 
Messen von Grüfien durch Grüfeneinheiten oder durch Teile 
von solchen gründet. Ausgehend von dieser Erklärung entwickelt 
er in den fünf letzten Nummern (7—11) Definitionen der Addition 
und der Multiplikation der natürlichen Zahlen und kurze Be- 
gründungen der für diese Operationen gültigen formalen Rechen- 
gesetze; die inversen Operationen der Subtraktion und der Di- 
vision werden lediglich insoweit behandelt, als sie im Bereich der 
natürlichen Zahlen ausführbar sind; auf die Môglichkeit ent- 
sprechender Definitionen und Beweise für Bruchzahlen wird nur 
in einer Fufinote andeutungsweise hingewiesen. Die Addition er- 
klärt Gauf hierbei als die Rechnungsart, die lehrt ,aus den 
Teilen das Ganze zu finden“; das kommutative Gesetz, in dessen 
loser Formulierung man das assoziative als miteinbegriffen er- 
blicken mag, wird als ein Lehrsatz bezeichnet, ,den man als Grund- 
satz ansehen kann“. Es folgt die Definition der Multiplikation 
als der Operation, die lehrt, daB Vielfache zu finden aus dem Ein- 
fachen und der Zahl, ,welche angibt, was für ein Vielfaches es 


» 


10 A. Fraenkel, 


lich seiner (in der Hauptsache 1797 entstandenen')) Inaugural- 
dissertation geführt, und zwar nicht nur bei seinem eigenen Beweis 
des Fundamentalsatzes der Algebra, sondern namentlich auch bei 
den vorangehenden kritischen Bemerkungen zu den Beweisver- 
suchen seiner Vorgänger. 

So liegt die Vermutung nahe, dafi es GauB nicht unterlassen 
baben wird, sich solide Grundlagen für seine hierher gehôrigen 
Untersuchungen zu verschaffen und zu diesem Zweck allgemeine 
Betrachtungen aus der Theorie der reellen Zahlen anzustellen. In 
der Tat dürfte eine erst jüngst von Schlesinger verôffentlichte 
und erläuterte Handschrift mit dem Titel ,Grundbegriffe der Lehre 
von den Reïhen“?) aus der Zeit der Jahrhundertwende stammen. 
Der Umstand, dafi jene Handschrift einen erstaunlich modernen 
Gedankengang aufweist und daB sie Begriffe und Tatsachen ent- 
hält, deren Ursprung bisher in erheblich spätere Zeit verlegt 
wurde, wird es rechtfertigen, daf hier etwas genauer auf ihren 
Inhalt eingegangen wird ©). 

Den Gegenstand der Betrachtung bilden Folgen reeller Zahlen 
(in moderner Bezeichnungsweise; Gau$ spricht von Reïhen‘)). Gauf 
bemerkt übrigens einleitend, die Ausdehnung des Begriffs der 
»Reihe“ auf den ,Inbegriff einer jeden Anzahl beliebiger Grôfen“ 
würde ,wenig Nutzen“ haben; in der Tat lassen sich indes die Über- 
legungen unverändert auf beliebige (weder abgezählte noch auch 
nur abzählbare) Mengen reeller Zahlen übertragen, doch betrachtet 
GauB eben eine solche Verallgemeinerung offenbar nicht als hin- 
- reichend anwendungsfähig. Er sieht eine ,Reihe“ als gegeben an, 
,Sobald man das Prinzip, nach welchem die Reïhe gebildet wird, 
(ihr Gesetz) kennt“, und es ist bemerkenswert, daf er von der 
Môglichkeit spricht, auch in diesem allgemeinen Fall die Folge 
(a,) als Funktion des Index x aufzufassen, womit man ,den 
Ausdruck Funktion in einer ausgedehnteren Bedeutung nehmen“ 
würde, ,als bisher geschehen ist“. 

Gauê unterscheidet zunächst diejenigen Arten von Folgen, die 
man in moderner Ausdrucksweïise als ,nach oben (bezw. unten) 


1) T. Nr. [80] vom Oktober 1797. 

2) Schlesinger, S. 89, 136—140; W. X1, S. 390—394, 395. 

3) Es sei hier bemerkt, daf in Nr. 4 jenes Aufsatzes zwei Schreibfehler aus 
der Handschrift stehen geblieben sind: im zweiten Satz des zweiten Absatzes 
mu es heifen ,die grüBer als 1“ (statt ,kleiner“) und gleich darnach ,der 
grôüBten“ (statt ,kleinsten“). 

4) Über die wechselnde Bedeutung des Wortes ,Reihe“ bei GauB vgl. Schle- 
singer, S. 88f, 
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beschränkt“ oder als ,nicht beschränkt“ bezeichnet, und teilt ge- 
mäf der Gesamtheit der hiernach sich ergebenden Môglichkeiten die 
Folgen in vier Klassen ein. Er beweist ferner, daB eine nach 
oben (unten) beschränkte Folge eine kleinste obere (grôBte untere) 
Schranke!) L (L') besitzt, d. h. da es (für den Fall der Be- 
schränktheit nach oben) eine Zahl L gibt, die von keinem Glied 
der Folge überschritten wird, während es zu jedem L< I, Glieder 
der Folge gibt, die grôBer als L sind (entsprechend die grôfite 
untere Schranke für nach unten beschränkte Folgen). Der — im 
übrigen sehr kurze und elegante, im Vergleich zu Bolzano (s. u.) 
durchaus moderne — Beweis ist naturgemäB insofern lückenhaft, 
als die Tatsache, daf jeder Schnitt im Bereich der reellen Zahlen 
durch eine reelle Zahl erzeugt wird, als selbstverständlich ange- 
sehen wird; dies entspricht der vor einer (arithmetischen) Definition 
der Irrationalzahlen naheliegenden Auffassung, die ja Gauf auch 
sonst vertritt, so z. B. wenn er am SchluB seines zweiten Be- 
weises für den Fundamentalsatz der Algebra die Existenz einer 
reellen Wurzel jeder algebraischen Gleichung ungeraden Grades 
mit einem ,constat“ als gegeben hinnimmt (W. III, S. 56). Aber 
natürlich findet sich der nämliche Mangel auch bei Bolzano *), der 
bisher als der erste Entdecker des Satzes von der Existenz der 
kleinsten oberen (grôüfiten unteren) Schranke einer nach oben (unten) 
beschränkten Zahlenmenge gegolten hatte, und ebenso bei seinen 
Nachfolgern bis zu Weierstrafi, Meray, Cantor und Dedekind. 
Hier ist der Ort, um mit kurzer Unterbrechung der Behand- 
lung der in Frage stehenden Handschrift auf eine Bemerkung 


1) Es handelt sich um den Begriff, der häufiger — aber mit mehr Anlaÿ 
zu MiBverständnissen — schlechthin als ,obere Schranke“ bezw. als ,obere Grenze“ 
(WeierstraB), ferner auch als ,reales oder ideales Maximum“ (A. Pringsheim) 
bezeichnet worden ist; vgl. Enzykl. d. math. Wiss. 11, S. 72 und Schlesinger in 
W.X1, S. 895. Gauf verwendet zunächst für jede obere (untere) Schranke (d. h. 
für jede Zahl, die von keinem Glied der Folge überschritten (unterschritten) wird) 
die Bezeichnung ,obere (untere) Grenze“ und beschränkt diese dann auf die 
kleinste obere (grôfte untere) Schranke. 

2) B. Bolzano, Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, daB zwischen je 
zwey Werthen, die ein entgegengesetztes Resultat gewähren, wenigstens eine reelle 
Wurzel der Gleichung liege (ursprünglich 1817 in d. Abh. d. Ges. d. Wiss. zu 
Prag erschienen); Wissenschaftl. Klassiker in Facsimile-Drucken, Bd. VIIL (Berlin 
1894), S. 41ff.; Ostwalds Klass. Nr. 153, S. 25 ff. — Bolzano nimmt übrigens in 
dieser Arbeit (Beginn und Nr. V. der Vorrede) auf die drei ersten Gaufschen 
Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra ausdrücklich bezug; im Zusammen- 
hang mit der an letzterer Stelle ausgesprochenen Kritik gegen GauB ist die hier 
besprochene GauBsche Handschrift von besonderem Interesse, zeigt sie doch, wie 
weit GauB den Gedankengang Bolzanos selbst durchgedacht hatte. 
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in der (wohl ein wenig früher entstandenen) Gaufschen Inaugural- 
dissertation hinzuweisen. Gelegentlich der Kritik des d'Alembert- 
schen Beweises der Wurzelexistenz kommt schon hier — ebenso 
wie auch in dem besprochenen d’Alembertschen Beweise selbst — 
in Nr. 4 des Art. 6 (W. III, S. 10) implizit der Begriff der 
kleinsten oberen Schranke einer Funktion vor, ohne da auf 
den Beweis ihrer Existenz näher eingegangen wird; da hierbei 
im komplexen Gebiet operiert wird, ändert sachlich nichts Wesent- 
liches, da nur von reellen Funktionswerten die Rede ist. Dagegen 
weist Gau8 unter Andeutung von Beispielen gegenüber d'Alembert 
auf das Unrichtige der Annahme hin, daf eine reellwertige Funk- 
tion einer komplexen Variablen stets die kleinste obere (grôüfite 
untere) Schranke, die ïhr in einem Beschränktheitsgebiet zukommt, 
dort auch wirklich erreiche; er bemerkt vielmehr, eine solche 
Eigenschaft komme allerdings beliebigen ganzen algebraischen Funk- 
tionen zu’). Dieser letztere Satz, dessen Beweis — mit der auch 
hier ohne arithmetische Theorie der Irrationalzahlen unvermeid- 
lichen Lücke — Gauf offensichtlich besessen hat ?), ohne ihn aber 
zu verôffentlichen, ist ein Spezialfall des zuerst von Weierstrah 
(in seinen Vorlesungen) bewiesenen Theorems, wonach jede stetige 
Fanktion die nämliche Eigenschaft besitzt®); ob GauB zugleich mit 
dem Spezialfall auch die (erheblich tiefer liegende) allgemeine Fat- 
sache erkannt hatte, wird dahingestellt bleiben müssen, da er sich 
über die Art seines Beweïises nicht ausgesprochen hat. 

Es ist übrigens merkwürdig, daf GauB die nämliche Lücke, 
die er bei d'Alembert und bei Clausen (s. Fufnote *)) rügt, in dem 
Cauchyschen Beweis des Fundamentalsatzes *), dem er in einem 
Brief an Drobisch vom 14. August 1834 sogar den Vorzug vor 
seinen drei eigenen Beweisen gibt (W. X1, $S. 107), anscheinend 
nicht bemerkt hat: dieser Beweis macht wesentlichen Gebrauch 
von der bei d'Alembert gerügten Annahme. In der im Gauf$- 
Archiv vorhandenen, von E. Heine stammenden Ausarbeitung einer 


1) Vgl. hierzu auch den Art. 24 der Dissertation (W. III, $. 29f.). 

2) In einem Brief an Schumacher vom 20. Juni 1840 äuBert sich Gauf 
(gelegentlich eines ihm übersandten Beweises für den Fundamentalsatz der Algebra 
von Th. Clausen [abgedruckt in den Astron. Nachr., Bd. 17 (1840), Spalte 325 f.], 
der gleichfalls die von GauB zurückgewiesene Annahme benutzt) dahin, dieser 
Mangel lasse sich zwar (nämlich bei ganzen algebraischen Funktionen) heben, aber 
er habe den bezüglichen Beweis im Art. 24 seiner Dissertation darum nicht aus- 
geführt, ,weil dies, im Geiste des Rigor antiquus, nicht ohne einige 
Umständlichkeit geschehen kann“ (W. X1, S. 108). 

3) Vgl. Journ. f. Math., Bd. 72 (1870), S. 141 FuBnote. 

4) Vgl. Schlesingers Literaturangaben in W. X1, $S. 110. 


Zahlbegriff und Algebra bei GauB I. 13 


Vorlesung von Gauñ iüiber die Theorie der imaginären GrüBen aus dem 
Winter 1839/40 (s. u. S. 31) finden sich Darstellungen des ersten 
und dritten Gaufschen, sowie des Cauchyschen Beweiïses; in der 
letzteren kehrt die fragliche Lücke abermals und zwar auffallender. 
weise in der folgenden ganz offen zu Tage tretenden Form wieder: 
» Wir kôünnen dies [daf nämlich, falls f(x +4iy) — P+1iQ gesetzt 
wird, À = VP*+Q* das Minimum 0 erreicht] so beweisen, daB wir 
zeigen, wenn wir annehmen, der Modulus / sei ein Minimum, aber 
noch positiv, sich noch ein kleinerer Modulus finden lasse.“ 

Auf die hiermit nahe verwandte Liücke, die sich in der Gauf- 
schen ,demonstratio tertia“ des Fundamentalsatzes (W. III, S. 57 
—64) findet, wird in einem späteren Abschnitte dieses Aufsatzes 
(im zweiten Teil) eingegangen werden. 


5. Limesbegriff. 


Wir kehren wieder zur Besprechung des NachlaBstückes zu- 
rück. Gauf entwickelt dort weiter den Begriff und die Existenz 
des limes superior (limes inferior) einer nach oben (unten) be- 
schränkten Zahlenfolge, dem er die Bezeichnung ,letzte obere 
(untere) Grenze“ beilegt. Er gelangt zum Begriff des limes su- 
perior, indem er sukzessive das erste, die ersten zwei, die ersten 
drei, ...Glieder der nach oben beschränkten Folge wegläft und 
die kleinsten oberen Schranken der so entstehenden Folgen be- 
trachtet; diese Schranken bilden ihrerseits eine nicht aufsteigende 
Folge. Ist die Folge gleichzeitig nach unten beschränkt, so ge- 
winnt man auf analoge Weise eine nicht absteigende Folge, und 
kein Glied der ersteren Folge wird kleiner sein als irgend ein 
Glied der letzteren. Endlich besitzt die erstere Folge eine grôfite 
untere, die letztere eine kleinste obere Schranke, die eben den 
limes superior bezw. inferior der ursprünglich gegebenen Folge 
darstellt. Limes superior und limes inferior werden also bei Gauf 
durch Bildung kleinster oberer und grôBter unterer Schranken 
gewonnen, nicht auf dem heute üblichen und auch wohl sachlich 
näherliegenden Weg der Aufsuchung der Häufungsstellen; der 
allgemeine Begriff der Häufungsstelle tritt hier üiberhaupt nicht 
auf, auch nicht implizit (die kleinste obere Schranke braucht ja, 
wenn sie das Maximum der Folge ist, keine Häufangsstelle zu 
bilden). 

Ist endlich der limes superior, der den limes inferior keines- 
falls unterschreiten kann, diesem im besonderen gleich, so führt 
Gau$ für den gemeinsamen Wert die Bezeichnung ,absolute Grenze“ 
der ursprünglichen Folge ein. Er schlieft den (Fragment ge- 
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bliebenen) Aufsatz mit der Bemerkung, daB die Summe (a, +b,) 
zweier Folgen, die je eine absolute Grenze besitzen, die Summe 
dieser absoluten Grenzen zur absoluten Grenze hat. 

. Zusammenfassend läft sich sagen, daf sich Gauf hier in seinen 
Jugendjahren im Besitz der kleinsten oberen (grôfiten unteren) 
Schranke vor Bolzano, in dem des limes superior (inferior) vor 
Cauchy !) befindet und daB er, gestützt auf beide Begriffe, in voller 
Allgemeinheit und in einer (bis auf die durch den Mangel einer 
arithmetischen Theorie der Irrationalzahlen bewirkte Lücke vüllig 
strengen) arithmetischen Darstellung vor Cauchy den Begriff des 
Grenzwerts einer Zahlenfolge, die einen solchen besitzt, entwickelt. 
Er hat damit das von J. Wallis’) begonnene Unternehmen der 
rein arithmetischen Klärung dieses Grenzwertbegriffs als erster 
zu vôülligem AbschluB gebracht. Da das besprochene NachlaSstück 
erst vor wenigen Jahren, als sein Inhalt längst überholt — wenn 
auch noch ganz unerwartet modern — war, von Schlesinger ver- 
ôffentlicht worden ist, so mufite ihm die bei den anderen grund- 
sätzlichen Ideen von GauB so lebhaft gewesene Wirkung auf die 
mathematische Mit- und Nachwelt versagt bleiben; erst Weier- 
straf war es vorbehalten, Gedankengänge ähnlicher Allgemeinheit 
anzugreifen und zu vollständigem Abschluf zu bringen. 

Es liegt nahe zu bedauern, daB GauB diese Betrachtungen so 
unvermittelt abbricht (nicht einmal mehr auf die Konvergenz des 
Produkts konvergenter Folgen wird eingegangen) und da er ins- 
besondere nicht diese Überlegungen als Ausgangspunkt zur Ent- 
wicklung einer arithmetischen Theorie der irrationalen Zahlen ge- 
wählt hat. Der hierfür entscheidende Gedanke, die Definition 
neuer Zablen durch Folgen (oder Mengen) bekannter*), lä6t sich 


1) Übrigens findet sich dieser Begriff bei Cauchy (Analyse algébrique (Paris 
1821), S. 132; Œuvres, (2) t. 3, S. 121) nur ganz gelegentlich und keineswegs 
in der Allgemeinheit wie bei Gaug. 

2) Opera, Bd. 1 (Oxford 1693), S. 357; über das zeitliche und sachliche Ver- 
hältnis von Gregorius à St. Vincentio und seinen Schülern zu Wallis in bezug auf 
den Limesbegriff vergleiche man die Bemerkungen von J. Timtchenko und C. R. 
Wallner in der Biblioth. Math., (3) Bd. 1 (1900), S. 511 u. (3) Bd. 4 (1903), 
S. 250—259. Es sei als bemerkenswert hervorgehoben, daf in der geometrischen 
Darstellung der komplexen Zahlen ein zweites Beispiel einer grundsätzlichen Frage 
vorliegt, die von Wallis zuerst ernstlich in Angriff genommen, von GauB zum 
AbschluB gebracht worden ist (vgl. unten Nr. 10). 

3) Vor der Schüpfung der modernen arithmetischen Theorien der Irrational- 
zahlen scheint namentlich Dirichlet den fraglichen Grundgedanken scharf erfaft 
zu haben; vgl. eine hierauf bezügliche Mitteilung Dedekinds im Vorwort zu seiner 
Schrift , Was sind und was sollen die Zahlen?“ (Braunschweig 1888), S. XI. 
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nirgends bei Gauf nachweisen'). Vielleicht hat wesentlichen An- 
teil am Unterbleiben der Fortführung dieser wie weiterer in die 
nämliche Periode fallender Überlegungen die damals besonders 
starke Inanspruchnahme von GauB durch andere Arbeiten (nament- 
Lich durch die Schlufredaktion der Disquisitiones arithmeticae, er- 
neute Studien über die Grundlagen der Geometrie und die bald 
einsetzenden astronomischen Untersuchungen). 


6. Weitere Bemerkungen. Zusammenfassung. 


Im Zusammenhang mit dem zuletzt behandelten Gegenstand 
sind zunächst zu der bereits berührten Inauguraldissertation noch 
einige weitere Bemerkungen zu machen. In ihr wird bekanntlich 
das algebraische Problem auf gewisse geometrische Betrachtungen 
zurückgeführt; aber am SchluB des Beweises (in Art. 23; W. III, 
S. 29) bezeichnet Gauf die Arithmetisierung des Beweises als 
sehr wohl môglich, er habe nur im Interesse grôBerer Anschau- 
lichkeit und Durchsichtigkeit die geometrische Beweismethode ge- 
wählt. 

Die fragliche Arithmetisierung des ersten (und vierten) Gauf- 
schen Beweises für den Fundamentalsatz der Algebra sowie na- 
mentlich die Ausfüllung einer bei Gauf noch vorhandenen und 
von ihm selbst bereits hervorgehobenen Lücke ist erst kürzlich 
von À. Ostrowski durchgeführt worden; die fragliche Untersuchung 
folgt unten als Anhang, doch wird erst im zweiten Teil dieses 
Aufsatzes auf den Gegenstand näher eingegangen werden. Das 
wesentliche Hilfsmittel aus der Theorie der reellen Zahlen und 
Funktionen bildet bei Ostrowski, neben der Existenz der kleinsten 
oberen Schranke einer beschränkten Zahlenmenge (vgl. oben Nr. 4), 
die Tatsache, daB eine ganze rationale Funktion der reellen Va- 
riabeln x und y für jeden Wert von x gleichmäBig stetig ist 
inbezug auf jedes endliche Intervall der Variabeln y 
(s. u. S. 54); der Beweis dieser Tatsache bereitet für ganze ratio- 
nale Funktionen keinerlei Schwierigkeiten. Ob Gauf bei seiner an- 
geführten Bemerkung ein Gang des Beweises in dieser Richtung 
(wenn auch nicht auf moderne Art herausgearbeitet) vorgeschwebt 


1) Auch bei der Bildung des arithmetisch-geometrischen Mittels wird die 
Existenz der reellen Zahl, gegen die die auftretenden Zahlenfolgen konvergieren, 
. im Sinne der Stetigkeit des Zahlenkontinuums vorausgesetzt und nicht etwa, 
wie es der modernen Auffassung entsprechen würde, eine definitionsgemäle Zu- 
ordnung neuer Zahlgebilde zu den Zahlenfolgen vorgenommen, auf Grund deren 
sich dann die Stetigkeit beweisen läft. 


16- A. Fraenkel, 


hat oder ob er sich die Arithmetisierung auf eine wesentlich andere 
Art gedacht haben mag, wird wohl eine offene Frage bleiben. Übrigens 
ist Gau$ gelegentlich des (in der Hauptsache gleichgerichteten) vierten 
Beweises nicht mehr auf die Arithmetisierung im eigentlichen Sinn 
zurückgekommen, sondern er bemerkt hier nur, der Inhalt seiner 
Argumentation gehüre ,einem hôühern von Räumlichem unabhängigen 
Gebiete der allgemeinen abstrakten GrüBenlehre an, dessen Gregen- 
stand die nach der Stetigkeit zusammenhängenden Grôfenkombi- 
nationen sind ... und in welchem man sich auch nicht bewegen 
kann ohne eine von räumlichen Bildern entlehnte Sprache“ (W. 
III, $. 79); da es sich hierbei um Gedankengänge der Analysis 
Situs handelt, in denen GauB die rein arithmetischen und mengen- 
theoretischen Gesichtspunkte nicht in erster Linie am Herzen 
lagen, zeigt das W. X1, S. 407—416 abgedruckte Nachlafistück, 
in dessen Eingang (Nr. 2) sich Gauñ ausdrücklich auf die soeben 
angeführte Stelle bezieht und deren fünf erste Nummern wohl als 
Eingang in jene ,abstrakte GrüBenlehre“ gedacht sind. 

Entsprechend der chronologischen Reihenfolge werde weiter eine 
gelegentliche Bemerkung von GauB ans der Selbstanzeige berührt. 
Dort bezeichnet GauB das ganzzahlige Punktgitter in der Ebene 
als ein System von Gegenständen, die (im Gegensatz zu den ganz- 
zabhligen Punkten einer Geraden) ,nicht in eine, wenngleich un- 
begrenzte, Reiïhe geordnet werden künnen, sondern sich nur in 
Reïhen von Reiïhen ordnen lassen“, die also ,eine Mannigfaltigkeit 
von zwei Dimensionen“ bilden (W. II, S. 176). Diese Bemerkung 
legt die Vermutung nahe, daB Gauf die Tatsache entgangen sei, 
wonach eine Doppelfolge sich auch als einfache Folge schreiben 
läfit (in der Sprache der Mengenlehre ausgedrückt: daf à,.n, = 8, 
ist). Ob dem in der Tat so ist oder ob GauB die Umordnung der 
Gitterpunkte zu einer einfachen Folge deshalb ausgeschlossen hat, 
weil dabei benachbarte Punkte notwendig voneinander gerissen 
werden, wird kaum zweifelsfrei zu entscheiden sein. 

Auf Fragen der reellen Zahlenlehre ist Gauf nochmals gegen 
Ende seines Lebens zurückgekommen in dem Nachlafstück ,Kon- 
vergenz der Reihen, in welche die periodischen Funktionen einer 
veränderlichen Grüfe entwickelt werden“ (vgl. W. X1, S. 400— 
419), für dessen Entstehungszeit und Anlage auf Schlesingers 
Bemerkungen W.X1, S. 437#. verwiesen sei. In den vorhandenen 
Fassungen des NachlaBstückes sind die der reellen Zahlenlehre 
zugehôrigen Partien sehr in den Hintergrund getreten; sie be- 
schränken sich im wesentlichen auf eine Klassifikation von Zahlen- 
folgen in bezug auf ihre Konvergenz sowie auf gewisse Be- 
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merkungen zu denjenigen Fragen, die in dem Infinitärkalkül von 
P. du Bois- -Reymond ?) auftreten. 

Endlich sei noch hervorgehoben, wie wesentliche Vadee 
sich GauB, ständig die Rückkehr zum ,rigor antiquus“ anstrebend, 
um die Aufstellung und Durchführung der Forderung erworben 
hat, beim Gebrauch unendlicher Reïhen sich auf kon vergente 
zu beschränken. In dieser Beziehung genügt der Verweis einer- 
seits auf den Art. 6 (Nr. 3) seiner Dissertation (W. II, $. 9f.) 
und namentlich auf eine Stelle in dem Brief an Schumacher vom 
1. September 1850 (W. X1, S. 435), andererseits auf die ,Disqui- 
sitiones generales“ über die hypergeometrische Reïhe (W. III, 
S. 123f., namentlich S. 139#.)?). Dagegen ist in bezug auf ein 
allgemeines Kriterium der Konvergenz nur eine gelegentliche 
Bemerkung in dem Brief an Wolfgang Bolyai vom 20. April 1848 
(Br. G.-Bolyai, S. 133f.) nachzuweisen, wo er ein von W. Bolyai 
aufsestelltes Konvergenzkriterium unter Angabe eines Gegenbei- 
spiels zurückweïst und ihm selbst ein (irrigerweise als notwendig 
und hinreichend vermutetes) Kriterium gegenüberstellt 5). 


Überblickt man im Zusammenhang das, was die Theorie der 
reellen Zahlen GauB an Bereicherung verdankt, so ergibt sich im 
Vergleich zu anderen Gebieten ein etwas dürftiges Bild. Daran 
hat sicherlich zu einem wesentlichen Teile die Ungunst der Ver- 
hältnisse schuld; zweimal — um 1800 und um 1850 — kônnen 
wir ihn als wesentlich beschäftigt mit Fragen dieses Gebiets nach- 
weisen; das erstemal sehen wir ihn durch dringendere anderweitige 
Arbeiten abgelenkt, das zweitemal durch die im hohen Alter ab- 
nehmende Arbeitsfähigkeit und Arbeitsfreudigkeit *) an weiterer 


1) Für die Literatur vgl. Schlesingers Angaben W. X1, S. 437. Es ist 
bemerkenswert, daB GauB, wie der Titel des fraglichen Nachlafstückes zeigt, 
mit diesen Untersuchungen ein ähnliches Ziel verfolgte wie P. du Bois-Reymond, 
der von seinen Betrachtungen äufert, sie seien ,fast in allen ihren Teilen aus 
dem Bedürfnis entsprungen, gewisse Sätze über Konvergenz und Divergenz von 
Fourierschen Reiïhen allgemein und unter genauer Feststellung ihres 
Gültigkeitsbereiches zu beweisen“ (Math. Ann, Bd. 8 (1875), S. 367). 

2) Diese früheste verhältnismäBig strenge Konvergenzuntersuchung  (vgl. 
A. Pringsheims Bemerkung in der Enzykl. d. math. Wiss. 11, S. 79, FuBn. 159) 
entstammt also der nämlichen Zeit (1811/12), da Fourier den ersten ernsthaften 
Versuch einer strengen Definition der Reihenkonvergenz machte (Mém. de l’Acad. 
des sc. de l’Institut de France, (2) t. 4, Années 1819/20 (Paris 1824), $S. 315; 
Œuvres, t. 1 (Paris 1888), S. 221). 

3) Vgl. Stäckels Bemerkungen dazu, ebd., S. 195f. 

4) Vgl. Sartorius, 5. 69. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys, Klasse. 1920. Beiheft. 2 
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Ausfübrung gehindert. Andererseits aber hat GauB offenbar in 
der Tat diesem Gebiet im Vergleich zu anderen eine verhältnis- 
mäfig geringe Beachtung geschenkt: Wohl hat er sich den An- 
sichten der Vergangenheit da entgegengestellt, wo sie — wie bei 
der Benutzung divergenter Reïhen — zu tatsächlichen Fehlern 
führen konnten; aber die Verschärfung der alten Begriffsbildungen 
und die Schôüpfung neuer lag ihm hier ersichtlich unvergleichlich 
viel weniger am Herzen als z. B. in der Lehre von den komplexen 
Zahlen. Die Eigenschaften reeller Zahlenfolgen haben ihn nur in be- 
schränktem Ma, die Frage eines allgemeinen Konvergenzkriteriums 
nur ganz gelegentlich beschäftigt, und der Mangel einer arith- 
metischen Theorie der Irrationalzahlen, der allen damaligen Unter- 
suchungen derartiger Gegenstände den vollen rigor antiquus ver- 
sagen mufte, scheint ihm nicht bewuñit geworden zu sein '). 

Es ist übrigens erwähnenswert, da auch auf diesem sein 
Interesse verhältnismäfig wenig fesselnden Gebiete sich ganz wie 
vielfach sonst (freilich keineswegs überall) die Erscheinung zeigt, 
daf das Wesentliche und Grundsätzliche aller seiner einschlägigen 
Überlegungen und Resultate bereits in der frühen Jugend vorliegt 
und von einer merklichen Entwicklung keinerlei Anzeichen zu 
finden sind. 

So beiläufig aber diese Überlegungen von GauB angestellt 
sein mügen, auch sie tragen des Meisters Stempel; enthalten sie 


1) Die einzige, freilich ganz unbestimmt gehaltene Andeutung in dieser Rich- 
tung kônnte man allenfalls in der auf $. 12, FuBn. 2) angeführten Stelle aus einem 
Brief an Schumacher vom 20. Juni 1840 (,nicht ohne einige Umständlichkeit“) 
erblicken. 

Bei dieser Gelegenheïit sei hingewiesen auf die W. IL, $S. 181 abgedruckte, 
1809 in den Gôtt. Gelehrten Anzeigen erschienene GauBsche Rezension einer anonym 
verôffentlichten Schrift , Recherches sur l’irréductibilité Arithmétique et Géométrique 
des nombres et de leurs puissances. 1808“ (ohne Druckort), deren Zweck, wie 
sich GauB ausdrückt, ,dahin geht, die irrationalen WurzelgrôBen in Gestalt von 
rationalen GrüBen darzustellen“, Diese Schrift stellt offenbar den mathematisch 
wertlosen Versuch eines Dilettanten dar, und es ist zunächst auffallend, daB GauB 
jede kritische Bemerkung vermeidet. Der Grund hiervon liegt hôchstwahrschein- 
lich in folgendem: der Verfasser der Schrift scheint C. v. Dalberg, Fürstprimas 
von Frankfurt à. M., gewesen zu sein, der um eben jene Zeit GauB in der An- 
gelegenheit der Napoleonischen Kriegskontribution in zartestfühlender Weise aus 
finanzieller Verlegenheit befreit hatte (vgl. zwei Briefe von GauB an Olbers aus 
dem Januar/Februar 1808; s. W. Olbers, Sein Leben und seine Werke (herausg. 
v. C. Schilling), II 1 (Berlin 1900), $. 404f. und 408). So wird GauB aus per- 
sônlichen Gründen den Wunsch gehabt haben, eine wissenschaftliche Wertung 
der Schrift zu vermeiden. Der Wortlaut der Rezension stimmt mit dieser An- 
nahme sehr gut überein. 
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doch Ergebnisse, die teilweise erst erheblich später in der mathe- 
matischen Literatur auftauchen und einen ganz überraschend mo- 
dernen Charakter tragen. 


C. Die Theorie der komplexen Zahlen. 


Kein Gegenstand axiomatischen Charakters, ausgenommen die 
nichteuklidische Geometrie, hat GauB’ Interesse in ähnlicher Weise 
von seinen Jugendjahren an erregt und dauernd wachgehalten wie 
die auf die gewühnlichen komplexen Zahlen ‘) bezüglichen Fragen: 
diejenige nach der Notwendigkeit bezw. Zweckmäfigkeit der Er- 
weiterung des Bereichs der reellen Zahlen zu dem der komplexen, 
und die weitere nach einer einwandfreien Begründung, die den 
neuen Mitgliedern des Zahlenreichs die Gleichberechtigung mit 
dessen ursprünglichen Bürgern gewährleisten kann. 

Es soll hier zunächst eine chronologisch geordnete Übersicht 
folgen, die den Gang der Gedankenentwicklung bei GauB nach 
Mafgabe des vorhandenen Materials anzudeuten versucht, und 
hieran ein zusammenfassender Überblick unter Berücksichtigang 
von GauB’ Vorgängern und Zeitgenossen sowie der neueren Ent- 
wicklung der einschlägigen Ideen angeschlossen werden. Daf 
dabei, namentlich im ersten Teil, manche Ausführungen von 
Bachmann, Schlesinger und Stäckel wieder aufgenommen werden 
müssen, ist unvermeidlich; es handelte sich eben für GauB bei 
den komplexen Zahlen keineswegs ausschliefilich, ja nicht einmal 
in erster Linie, um die Erweiterung des Reichs der Zahlen an 
und für sich, sondern gleichzeitig um die Ausnutzung dieser Er- 
weiterung für Zahlentheorie, Analysis (Funktionentheorie) und 
Geometrie. Unter Zurückstellung dieser Anwendungen ist der 
Zweck der folgenden Ausführungen die zusammenhängende Dar- 
stellung und Würdigung dessen, was die einschlägigen Überlegungen 
von GauB für die Grundlegung der Arithmetik beleuten. 


à) Die Aufeinanderfolge und Entwicklung der Ideen bei Gauss. 


7. Die Frühzeit (bis etwa 1825). 


Schon in den frühesten Jahren, jedenfalls von 1796 an, hat 
sich GauB der komplexen Zahlen bedient. Während das Tagebuch 
unter dem 30. März 1796 mit der Entdeckung der Prinzipien der 
Kreisteilung beginnt, zeigt ihn (vgl. Schlesinger, $. 18) die Tage- 
1) Die Bezeichnung ,komplexe. Zahl“ führt GauB erst 1831 ein, s. u. Nr. 8. 

oO 
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buchnotiz vom 19. März 1797 im Besitz der imaginären Periode 
der lemniskatischen Funktionen, deren Entdeckung ihn anregt, die 
komplexen ganzen rationalen Zablen den reellen ganzen rationalen 
Zahlen an die Seite zu stellen (vgl. Schlesinger, S. 30). Doch 
sind diese Tatsachen an sich vom' Standpunkt der Zahlenlehre 
aus noch wenig verwunderlich, da ja der durch das Bedürfnis ge- 
botene und von der grundsätzlichen Frage der Berechtigung ganz 
absehende Gebrauch des Imaginären auch schon bei den Gauf 
vorangehenden Mathematikern durchaus gang und gäbe war; ge- 
hôrt doch sogar die Erkenntnis der Beziehung der Gleichung 
2" = 1 zur Kreiïsteilung (vgl. Stäckel, S. 78) und die gelegentliche 
Untersuchung gewisser Funktionen für komplexe Argumentwerte !) 
schon früheren Perioden des 18. Jahrhunderts an. Als gewichtiger 
ist die von GauB vielleicht schon zu dieser Zeit allgemein ins 
Auge gefafite Verwendung der komplexen Zahlen als unabhängiger 
Veränderlicher in der Funktionentheorie einzuschätzen; für die 
lemniskatischen Funktionen ist sie gesichert, aber auch für die 
Betrachtung der allgemeinen Fragen kommt die vom 15. April 
1797 datierte Notiz auf dem (nicht zu den Tagebuchaufzeichnungen 
selbst gehôrigen) letzten Blatte des Tagebuchs (vgl. W. X 1, $S. 515) 
in Betracht, während es fraglich ist, ob auch die aus dem Oktober 
1798 stammende Tagebuchnotiz Nr. 95?) hierher gehôürt. 

Eine erhebliche Bedeutung nach der uns hier interessierenden 
Richtung erhalten aber all diese Tatsachen durch zwei Bemerkungen 
von GauB, von denen die eine aus dieser frühen Periode selbst stammt, 
während die andere einen Rückblick aus einem um mebrere Jahr- 
zebnte späteren Zeitpunkt darstellt; aus beiden zusammengenommen 
scheint hervorzugehen, daf GauB schon um jene Zeit im Besitz 
der wesentlichsten Bestandteile jener grundsätzlichen Anschau- 
ungen über das Wesen der komplexen Zahlen gewesen ist, die er in 
der Offentlichkeit erst 1831 ausgesprochen hat. Im Art. 91 der 
Disqu. arithm. (im 8. Abschnitt, der, wie Bachmann ausführt, seiner 
Entstehung nach spätestens auf das Jabr 1796, der endgültigen Nieder- 
schrift nach wohl auf das folgende Jahr zurückgeht, vgl. W. X2, 
S. ff.) schreibt GauB: ,...numeris formarum 8n+3, 8n+7 posi- 
tive acceptis indices quasi imaginarii tribuendi forent. Quos intro- 
ducendo calculus indicum ad algorithmum perquam simplicem re- 


1) Vgl. Stäckel in Bibl. Math., (3) Bd. 1 (1900), S. 109—128. 

2) ,Novus in analysi campus se nobis aperuit, scilicet investigatio functionum 
etc“; vgl. die dazu gehôrigen Bemerkungen Schlesingers (W. X1, S. 536—538) 
und die Bemerkung Bachmanns W. X2, S. 55. 
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duci potest. ... hoc negotium ad aliam occasionem nobis reser- 
vamus, quando forsan fusius quantitatum imaginariarum theoriam, 
quae nostro quidem iudicio a nemine hactenus ad notiones claras 
est reducta, pertractare suscipiemus.“ ) Andererseits bezeugt 
Gauf in einem vom 14. August 1834 datierten Briefe an Drobisch 
seine Freude darüber, daf dieser in einer damals erschienenen 
algebraischen Schrift auf die von GauB ,vor einigen Jahren zuerst 
in nuce bekanntgemachten, obwohl schon seit fast 40 Jahren ge- 
hegten Grundansichten über die imaginären GrôBen eingegangen“ 
sei ?). 

Läft sich so hôüchstwahrscheinlich die Entstehung von Gaus' 
grundsätzlichen Ansichten über das Wesen der komplexen GrôBen 
in den Umrissen auf (spätestens) das Jahr 1796 ansetzen, ohne 
daB aus diesem Jahre bereits eine diesen Gegenstand betreffende 
-Niederschrift nachweïsbar wäre, so enthält die Inauguraldisser- 
tation (W. III, S. 1—30), die 1797 entstanden ist (vgl. T. Nr. 80), 
bereits ausdrückliche Bemerkungen, bei denen wir eingehender 
verweilen müssen. 

Vor allem ist in negativer Richtung allgemein hervorzuheben, 
daB hier GauB eine auffallende Scheu vor der Verwendung der kom- 
plexen Zahlen zeigt, eine Scheu, die sich auch schon im Titel der Ab- 
handlung ausspricht. Es handelt sich dabei zunächst um das Be- 
streben, dem Operieren mit komplexen Zahlen und ihrer geometri- 
schen Versinnlichung aus dem Wege zu gehen, was aufer im Schluf 
des Art. 2 (und im Beginn des Art. 15) vor allem darin hervor- 


1) W. I S. 71. Es ist also anzunehmen, daB GauB diese Sätze in dem näm- 
lichen Jahre (1797) niedergeschrieben hat, in dem die Wesselsche Abhandlung (s. u. 
Nr. 10) der Dänischen Akademie vorgelegt worden ist, — Um die Bedeutung einer 
derartigen, mehr beiläufig von GauB gemachten Bemerkung zu würdigen, vergleiche 
man die bezügliche Stelle aus dem Brief an Encke vom 18. August 1832, wo Gauf 
schreibt: ,Es ist von jeher mein gewissenhaft befolgter Grundsatz gewesen, solche 
Andeutungen, die aufmerksame Leser in jeder meiner Schriften in grofer Menge 
finden (sehen Sie z., B. meine Disquisit. Arithmet. pag. 593 [Art. 335; W. I, 
S. 412f.]) stets dann erst zu machen, wenn ich den Gegenstand für mich selbst 
ganz abgemacht habe“ (W. XI1, S. 84). 

2) W. X1, S. 106. Vgl. dazu auch die unten (S. 30) angeführte Stelle aus dem 
Brief an GraBmann vom 14. Dezember 1844 (,seit fast einem halben Jahrhundert“). 
— Dafür, daf die Angabe ,seit fast 40 Jahren“ zutrifft, spricht auch der Umstand, 
daB von der Entdeckung der geometrischen Versinnlichung der komplexen GrüBen 
im Tagebuch nicht die Rede ist, der Gedanke also noch auf die Zeit vor Beginn 
des Tagebuchs (1796) zurückgehen dürfte. In bezug auf die Klarheit der Ge- 
dankenfolge freilich hat im Laufe des fraglichen Zeitraums, wie im folgenden 
noch zu zeigen sein wird, bei GauB unzweifelhaft eine Entwicklung stattgefunden. 
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tritt, da GauB die ganze geometrische Überlegung tatsächlich in 
der komplexen Zahlenebene durchführt'), ohne dies irgendwie 
hervorzuheben. Über diese mehr formale Zurückhaltung hinaus, 
bei der vor allem die Scheu vor dem ,Geschrei der Bôoter“ mit 
mafgebend gewesen sein mag”), zeigt sich seine Bedenklichkeit 
gegenüber den komplexen Zahlen auch in dem folgenden Satz der 
Fufinote zu Art. 3 (von den hier genannten [quantitates| impossi- 
biles wird sogleich noch zu sprechen sein): ,Ceterum haud nega- 
verim, ea quae hic contra impossibilium abusum dixi, quodam re- 
spectu etiam contra imaginarias obiici posse“. Übrigens zielt Gauf 
mit dieser an und für sich freilich etwas skeptisch klingenden 
Ausdrucksweïise offenbar nur auf vorläufige Einwände gegen die 
mangelhaft begründeten imaginären GrôBen. 

Andererseits aber wendet sich GauB im Eingang der Disser- 
tation und im ersten Teil, der der Kritik an den Beweisversuchen 
seiner Vorgänger gewidmet ist, gegen falsche Vorstellungen über 
die komplexen Zahlen (und über den Zahlbegriff überhaupt) mit 
einer Deutlichkeit und gedanklichen Schärfe, wie sie auf dem 
Gebiet der Grundlagen der Arithmetik in jener Zeit nicht wieder 
gefunden wird. Er rügt namentlich (Art. 3 und 8) die Auffassung, 
wonach die Existenz irgend welcher Wurzeln einer gegebenen 
algebraischen Gleichung ein Postulat wäre und die Gleichung 
daher, falls ïihr durch reelle oder komplexe Zahlen nicht genügt 
werden kônnte, jedenfalls durch andere ,quantitates impossibiles“ 
befriedigt werden müfBte*); weiter äufert er sich scharf dagegen, 
daf mit derartigen postulierten unmôglichen Grüfen, ,wahren 
Schatten von Schatten“, sogar in gewühnlicher Weïse gerechnet 
werde. 

Neben dieser Ablehnung hypothetischer Gleichungswurzeln 
auBerhalb des Bereichs der komplexen Zahlen‘) enthalten endlich 


1) Da$ dies an sich noch nicht beweisen würde, daf GauB damals über die 
geometrische Darstellung der komplexen Zahlen verfügte, wird bei Stäckel, S. 83 
hervorgehoben. Vgl. auch die FuBnote 1) bei Schlesinger, S. 32. 

2) Diese Zurückhaltung ist es wobl auch, die ihn veranlaBt, das von Euler 
zuerst im Geburtsjabr von GauB (vgl. Stäckel in der Ztschr. f. math. u. naturwiss. 
Unterricht, Jbhrg. 38 (1907), S. 802) gebrauchte und durch GauB selbst spâter 
zum Gemeingut der Mathematiker gewordene Zeichen à (das Cauchy erst von 1847 
an verwendet) in der Dissertation (nicht mehr aber in den Disquisitiones arith- 
meticae) noch zu vermeiden. 

3) Man vergleiche demgegenüber jedoch die moderne, von Kronecker und 
seinen Nachfolgern angebahnte arithmetische Auffassung, s. u. $. 40 oben. 

4) Für den Zusammenhang mit der Frage der hüheren komplexen Zahlen 
vergleiche unten Nr. 18. 
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die Artikel 2 und 3 und die besonders interessante Fufinote zu 
letzterem auch kritische Bemerkungen zur Theorie der komplexen 
Zahlen selbst. GauB schildert zunächst den Hergang der Ein- 
führung der komplexen Zahlen historisch mit verhaltener Kritik, 
die nur in der Ausdrucksweise von der ,libertas, qua omnes re- 
centiores analystae usi sunt“ deutlicher durchklingt: man habe 
eine GrôBe V—1 ersonnen, weil sich mit ihrer Hilfe augenschein- 
ich die Wurzelexistenz für die Gleichungen 2., 3. und 4. Grades 
sichern lief, und habe auf Grund dieser Tatsache die GrôBen der 
Form a+\V-—1 als eine ganz besondere Grüfienart in die Analysis 
eingeführt; mit welchem Rechte, wolle er an dieser Stelle nicht 
erôrtern. Weiter wendet er sich gegen die Bezeichnung ,unmôg- 
liche“, die nur solchen GrôBen zukomme, deren Definition einen 
Widerspruch enthält; die Betrachtung von GrüBen, deren Môglich- 
keit noch nicht gesichert ist, müsse entgegen vielfacher Übung 
auch hervorragender Mathematiker grundsätzlich ausgeschlossen 
bleiben, während die Beibehaltung der komplexen Grüfen aus 
mehreren Gründen richtiger erscheine als ihre Verwerfung, wenn 
sie nur ,satis solide stabiliantur“. Das (der Publikationszeit nach 
früheste) Versprechen einer diese Bedingung befriedigenden Be- 
gründung der komplexen Zahlen bildet den Abschluf dieser Be- 
merkungen. 


Während der Zeitraumes 1799—1811 hat GauB$ zwàr die kom- 
plexen Zahlen und ihre räumliche Versinnlichung sowohl für Al- 
gebra (Kreisteilung) und Geometrie wie namentlich für seine 
funktionentheoretischen Untersuchungen ausgiebig benutzt, nicht 
aber Betrachtungen grundsätzlicher Art angestellt. In unserem 
Zasammenhang ist hôchstens erwähnenswert die W. VIII, S. 105 
wiedergegebene, offenbar aus dem Jahre 1805 stammende Zeich- 
nung !) als früheste nachweiïsbare tatsächliche Benutzung der kom- 
plexen Zahlenebene sowie der Gebrauch des Ausdrucks ,Zug kom- 
plexer Werte“ (W. X1, S. 427) in einer wabrscheinlich”) gleich- 
falls aus dem Anfang des 19. Jahrhunderts stammenden Auf- 
zeichnung; dieser Ausdruck, für Fragen der Analysis Situs in der 
Zahlenebene gebraucht, wirft helles Licht auf seine damalige Ver- 
trautheit mit dieser Betrachtungsweise. Weiter zeigt uns der 
W. X1, S. 546 abgedruckte und jedenfalls vor dem 6. Mai 1800 


1) Vgl. die dortigen Bemerkungen Frickes und die Darstellung bei Schle- 
singer, S. 64—66. 
2) Vgl. Schlesingers Bemerkungen in W. X1, S. 448. 
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niedergeschriebene Zettel') GauB im Besitz einer Versinnlichung 
der komplexen Zahlen auf der Kugelfläche; in seinen grundsätz- 
lichen Betrachtungen ist GauB auf diese Art der räumlichen Ver- 
sinnlichung nicht mehr zurückgekommen”*), offenbar weil ihm die 
Darstellung in der Ebene als ,reineres Beïispiel“ erschienen ist 
(vgl. seinen Brief an Drobisch vom 14. August 1834, W. X1, 
S. 106). Endlich stammt auch die ,erlôsende Eingebung“ für die 
vollberechtigte Aufnahme der komplexen Zahlen in die Zahlen- 
theorie wabrscheinlich (Bachmann, S. 55) aus dem fraglichen 
Zeïitraum; wie schon Jacobi) bemerkt hat, dürfte er auf diesen 
tiefliegenden und weittragenden Gedanken, der bei Gauf den letzten 
Ausschlag für die gleichberechtigte Einbürgerung der komplexen 
Zahlen im Zahlenreich gegeben hat, durch seine erfolgreichen 
Untersuchungen über die lemniskatischen Funktionen geführt 
worden sein. 


Damit kommen wir zu dem berühmten Brief an Bessel vom 
18. Dezember 1811“), der uns GauB — freilich nicht erst seit 
dieser Zeit (vgl. die Bemerkung bei Stäckel, S. 81) — im Besitz 
der Grundlagen der allgemeinen Theorie der Funktionen einer 
komplexen Variabeln zeigt. Für unsere Zwecke seien nur die 
zwei folgenden Stellen aus diesem Brief angeführt: ,Zuvôrderst 
würde ich jemand, der eine neue Funktion in die Analyse ein- 
führen will, um eine Erklärung bitten, ob er sie schlechterdings 
bloB auf reelle GrôBen (reelle Werte des Arguments der Funk- 
tion) angewandt wissen will und die imaginären Werte des 
Arguments gleichsam nur als ein Überbein ansieht, oder ob er 
meinem Grundsatz beitrete, da8f man in dem Reiche der GrüBen 
die imaginären a+b\V—1 — a+bi als gleiche Rechte mit den 
reellen geniefend ansehen müsse. Es ist hier nicht von prak- 
tischem Nutzen die Rede, sondern die Analyse ist mir eine selb- 
ständige Wissenschaft, die durch Zurücksetzung jener fingierten 
GrôüBen auBerordentlich an Schôünheit und Ründung verlieren und 


1) Vgl. die dortigen Bemerkungen von Klein und Schlesinger sowie Schle- 
singer, S. 40. 

2) Wohl aber benutzt GauB bei gelegentlicher Beschäftigung mit der stereo- 
graphischen und der zentralen Projektion komplexe Zahlen; vgl. die W. VII, 
S. 351—355 abgedruckten NachlaBstücke. 

3) Monatsber. d. Akad. d. Wiss. zu Berlin 1839, S. 86f.; Journ. f. Math, 
Bd. 19 (1839), S. 314f.; Jacobis Werke, Bd. VI (Berlin 1891), S. 275 f. 

4) W. X1, S. 365—371; vgl. auch eine Stelle in dem Brief v. 5. Mai 1812, 
ebd., S. 375f. Die hier in Betracht kommenden Teile des ersteren Briefes sind 
auch schon in W. VIII, $. 90—92 abgedruckt. 
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alle Augenblick Wahrheiten, die sonst allgemein gelten, hôchst 
lästige Beschränkungen beizufügen genôtigt sein würde.“ Und 
weiter: ,so wie man sich das ganze Reich aller reellen GrôBen 
durch eine unendliche gerade Linie [dargestellt] denken kann, 50 
kann man das ganze Reich aller GrüBen, reeller und imaginärer 
Grôfen, sich durch eine unendliche Ebne sinnlich machen, worin 
jeder Punkt, durch Abszisse — a, Ordinate — b bestimmt, die 
GrôBe a + bi gleichsam repräsentiert. Derstetige Übergang von einem 
Werte von x zu einem andern a + bi geschieht demnach durch eine 
Linie und ist mithin auf unendlich viele Arten müglich.* In 
diesen Worten an Bessel sehen wir GauB zum erstenmal sich 
deutlich und allgemein aussprechen über die geometrische Ver- 
sinnlichung der komplexen Zahlen und über die Notwendigkeit, 
in der Funktionentheorie den komplexen Argumentwerten die volle 
Gleichberechtigung mit den reellen zuzuerkennen. In der Üffent- 
lichkeit dagegen scheut er vorläufig noch die Bekundung dieser 
Anschauungen und ihre funktionentheoretische Verwertung. Das 
zeigt die um die gleiche Zeit (1813) erschienene Abhandlung über 
die hypergeometrische Reihe (W. III, S. 123—162); und auch noch 
die Ende 1822 verfafite Preisschrift über die in den kleinsten 
Teïlen ähnlichen Abbildungen (W. IV, S. 189—216) enthält, wie 
Gau$ selbst in der Selbstanzeige bemerkt, nur die ,Spuren“ seiner 
Auffassung. 


8. Die Selbstanzeige von 1831. 


Erst 1831 finden endlich die in Frage stehenden Ideen ihre 
systematische Darstellung in der Offentlichkeit; für den damaligen 
Abschluf dieser wie anderer Untersuchungen mag von ausschlag- 
gebender Bedeutung Gau$’ Wunch gewesen sein, môglichst viele 
der ihn damals noch beschäftigenden Gedankengänge der Reinen 
Mathematik abzuschliefen, bevor er in die Periode der physika- 
lischen (namentlich magnetischen) Arbeiten eintrat, die zwar erst 
mit Webers Berufung nach Gôttingen (1831) einsetzte, aber wohl 
schon auf Anregungen aus dem Jahre 1828 — Zusammensein mit 
A. v. Humboldt bei der Naturforscherversammlung in Berlin — 
zurückging (vgl. Sartorius, S. 61). Wie sehr sich Gauf innerlich 
zu einer systematischen Darstellung der Lehre von den komplexen 
Zabhlen gedrängt fühlte, wie er aber auch mit der Schwierigkeit 
gerungen hat, seiner inneren Anschauung vom Wesen der kom- 
plexen Zahlen einen adäquaten Ausdruck zu verleiïhen, das zeigt die 
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folgende Stelle !) aus einem im Gauf-Archiv befindlichen Brief an 
Hansen vom 11. Dezember 1825: ,Jene Untersuchungen [über die 
Theorie der krummen Flächen] greifen tief in vieles Andere, ich 
môchte sogar sagen in die Metaphysik des Räumlichen ein, und 
nur mit Mühe kann ich mich von solchen daraus entspringenden 
Folgen, wie z. B. die wahre Metaphysik der negativen und ima:- 
ginären Grôfen ist, losreiBen. Der wahre Sinn des Ÿ—1 steht mir 
dabei mit grofer Lebendigkeit vor der Seele, aber es wird schwer 
sein, ihn in Worte zu fassen, die immer nur ein vages, in der Luft 
schwebendes Bild geben künnen.“ 

Es bedurfte noch einer ganz andersartigen und anderen Zwecken 
dienenden Beschäftigung mit demselben Gegenstand, damit sich 
GauB zu einer endgültigen Darstellung entschlof; diesen letzten 
Anstof bildete die 1831 der Güttinger Gesellschaft der Wissen- 
schaften vorgelegte Commentatio secunda über die biquadratischen 
Reste (W. II, $S. 93—148), in der Gauf (nach schon vorange- 
gangener Andeutung in der Commentatio prima, ebenda S. 67) 
die Bedeutung darlegte, die der Erweiterung des Bereichs der 
Zahlentheorie durch Aufnahme der ganzen komplexen 
Zahlen zukommt. Erst in dieser Abhandlung (Art. 30) führt 
er die Bezeichnung ,(ganze) komplexe Zahlen“ ein, ,ita quidem, 
ut reales complexis non opponantur, sed tamquam species sub his 
contineri censeantur“, und gebraucht hier auch zum erstenmale 
den Ausdruck ,imaginäre Einheit“?) Weiter wird im Artikel 
38 in Kürze die Versinnlichung der komplexen Zahlen (nicht nur 
der ganzzahligen) und die geometrische Deutung ihrer Addition 
und Multiplikation auseinandergesetzt, woran sich im nächsten 
Artikel die Anwendung auf die anschauliche Deutung der zahlen- 
theoretischen, auf die ganzen komplexen Zahlen bezüglichen Be- 
griffsbildungen anschlieft. 

Doch erst die Selbstanzeige dieser Commentatio secunda (W. 
II, $. 169—178) benutzt er als Gelegenheit, um in aller Ausführ- 
lichkeit seine grundsätzlichen Anschauungen vom Wesen der kom- 
plexen Zahlen der mathematischen Offentlichkeit mitzuteilen; auf 
diese Selbstanzeige muf hier genauer eingegangen werden, da 


1) In der Hauptsache schon bei Stäckel, S. 80, publiziert. 

2) Wie groBes Gewicht GauB speziell auf diesem Gebiet auf die Wahl ge- 
eigneter Bezeichnungen legte, zeigen besonders die zwei letzten Sätze des Art. 38 
(S. 110), von denen hier der erste angeführt werde: ,Difficultates, quibus theoria 
quantitatum imaginariarum involuta putatur, ad magnam partem a denominationibus 
parum idoneis originem traxerunt (quum adeo quidam usi sint nomine absono 
quantitatum impossibilium).“ Ebenso im letzten Absatz der Selbstanzeige ($. 177 f.). 


Zahlbegriff und Algebra bei Gau8 I. 97 


wesentlich aus ihr zu beurteilen ist, welcher Art Gauf” Auffassung 
war und worin sie sich von zeitgenüssischen und modernen An- 
schauungen unterscheidet. 

Die Selbstanzeige zerfällt in zwei verschieden grofe Haupt- 
teile, deren erster und grôferer (S. 169—174) die eigentliche An- 
zeige darstellt und daher wesentlich zahlentheoretischen Inhalts 
ist, während im zweiten Teil (S. 175—178) die ,Metaphysik der 
imaginären Grôüfen“ an und für sich beleuchtet wird. Im ersten 
Teil findet sich, vom SchluBabsatz abgesehen, nichts Neues, was 
sich auf den Zahlbegriff bezüge; in dem Satz, in dem er die vier 
Einheïten der komplexen Arithmetik den beiden der reellen gegen- 
überstellt, wie überhaupt bei der ursprünglichen Wahl der Be- 
zeichnung ,Einheit“ dürfte Gau$ vielmehr an die zahlentheoretische 
Bedeutung des Wortes gedacht haben als an die Rolle, die dann 
diese Einheiten in der geometrischen Darstellung spielen. Im vor- 
liegenden Zusammenhang ist nur noch der letzte Absatz erwähnens- 
wert, in dem Gauf etwaige Einwendungen gegen die Hereinziehung 
der komplexen Zahlen in die Zahlentheorie bezeichnenderweise mit 
der Berufung auf ihre anschauliche Darstellbarkeit zurückweist. 

Der Gedankengang des zweiten, ganz und gar der Zahlenlehre 
an sich gewidmeten Hauptteils ist wiederum in zwei Abschnitte 
zu zerlegen; von ihnen enthält der erste wesentlich die Problem- 
stellung und ist insofern für die Beurteilung von Gauf grundsätz- 
licher Anschauung am wichtigsten, während der zweite die Lôsung 
des Problems auseinandersetzt. Im ersten Abschnitt entwickelt 
GauB eine Auffassung, deren wesentliche Züge sich etwa folgender- 
mafen charakterisieren lassen (vgl. oben Nr. 3): bei der schritt- 
weisen Erweiterung des Zahlbegriffs von den natürlichen Zahlen 
zu den gebrochenen, irrationalen, negativen') und imaginären ist 
man zunächst stets ,mit furchtsam zôgerndem Schritt“ vorgegangen, 
weil man zwar wohl den natürlichen Zahlen, nicht aber den Zahlen 
des erweiterten Bereichs ausnahmslos ein ,adäquates Substrat“ 
zuordnen konnte. Diese Bedenken wurden allmählich deshalb fallen 
gelassen, weil es wenigstens gewisse Zuordnungen zwischen Zahlen 
und Gegenständen gibt, die auch noch bei Erweiterung des Zahl- 
begriffs von den natürlichen zu den positiven rationalen bezw. zu 
den positiven und negativen Zahlen ihren Sinn behalten. Dagegen 
erschienen die komplexen Zahlen zwar wegen ihres gro$en Nutzens 


1) Bei dieser Reïhenfolge dürften GauB nicht nur historische, sondern auch 
sachliche Erwägungen geleitet haben. Vgl. z. B. die Darstellung Weyls in Kap. IT, 
$ 2 seiner Schrift ,Das Kontinuum“ (Leipzig 1918). 
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in der Mathematik als geduldet, aber als nur unzureichend legiti- 
miert, als ein ,an sich inhaltleeres Zeichenspiel* um deswillen, 
weil man ihnen keinerlei ,denkbares Substrat“ zuordnen zu kônnen 
glaubte. Es kommt also darauf an zu zeigen, daf die letztere 
Aufgabe dennoch lôsbar ist !); die Grundzüge einer solchen Lôüsung 
soll angegeben und damit für ,diesen hochwichtigen Teil der Mathe- 
matik“ die einwandfreie Klärung herbeigeführt werden. 

Bei der Entwicklung dieser Lôsung verfährt GauB — eine 
Seltenheit bei ihm, der sonst ,geradezu mit Flei8 jede Spur der 
Gedankengänge verwischt, die ïihn zu seinen Resultaten geführt 
haben“ — derart, da er zunächst die Richtung der Behandlung 
angibt, auf die die Natur der Aufgabe aus sich selbst hinweise, 
und dann die wirkliche Durchführung entwickelt. In ersterer 
Beziehung bemerkt er zunächst, als Substrat für die zu rechtferti- 
genden Grôüfen kôünnten (bei den negativen wie bei den komplexen 
Zahlen) ,nicht Substanzen (für sich denkbare Gegenstände), son- 
dern Relationen zwischen je zweien Gegenständen“ in Betracht 
kommen; dies ist ein für die Beurteilung der ganzen Betrachtungs- 
weise sehr wesentlicher und auch von (GauB selbst an anderen 
Stellen wiederholt hervorgehobener Punkt, der besonders deutlich 
hervortritt in einer wohl aus dem Jahre 1825 stammenden, in 
W. X1, S. 396 abgedruckten nachgelassenen Bemerkung. Bei den 
ganzen reellen Zahlen sei nun das Substrat durch eine einzige 
fundamentale Relation zwischen zwei ,Gegenständen“ (etwa À 
und PB) gegeben, der, je nachdem die Relation von À zu B oder 
von B zu À betrachtet wird, die Einheit +1 oder —1 (bezw. 
umgekehrt) und allgemeiner der Fortschritt von einer beliebigen 
ganzen reellen Zahl zur nächstgrôBeren oder nächstkleineren ent- 
spricht. Bei Gegenständen (wie den komplexen Zahlen), die nicht 
wie die reellen Zahlen ,in eine ... Reïhe geordnet werden künnen“, 
sondern nur ,in Reihen von Reiïhen“ (vgl. oben Nr. 6), bedürfe 
man entsprechend nicht nur eines, sondern zweier Paare von Ein- 
heiten (+1, +i)*), deren eines (etwa + 1) dem Fortgang innerhalb 
einer einzigen Reïhe entspricht, während das andere (+) dem 
Übergang von einer Reiïhe zur nachfolgenden bezw. vorangehenden 
zugeordnet wird. Andererseits lasse sich das System auf eine 
-zweite Art, nämlich unter Bevorzugung des dem Paar +2 ent- 
sprechenden Übergangs, in Reïhen von Reïhen anordnen; daher 


1) Für diesen Standpunkt vel. z. B. Hankel, $S. 6f. 
2) Hier ist + zunächst noch als willkürliches Symbol, nicht etwa als V=L 
aufzufassen. 
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seien die vier durch + 1, +à bezeichneten Relationen als unter- 
einander gleichartig zu betrachten. 

Und hieran erst schlieft sich als ,Darstellung im Raume“ die 
geometrische Versinnlichung unter Annahme des einfachsten Falles, 
»WO kein Grund vorhanden ist, die Symbole der Gegenstände 
anders als quadratisch anzuordnen“. Für diesen Fall muB, wenn 
+ 1 die gewühnliche Bedeutung haben, unter à eine Quadratwurzel 
V—1 verstanden werden, wie Gauf durch die folgende Überlegung 
erhärtet: den Relatiônen eines Punktes À zu seinen vier Nachbar- 
gitterpunkten entsprechen die Einheiten +1, +, — 1, —i, wobei 
auBer der Vertauschung von + mit —è (oder von +1 mit —1) 
der Anschauung gemäf auch noch eine Drehung zulässig ist, durch 
die die Bevorzugung des einen Paares von Einheïten auf das andere 
übertragen wird; eine solche Drehung drückt z. B. die Ersetzung 
von + durch +1, von —1 durch +4 aus. ,Das heïfit aber, in 
der Sprache der Mathematiker, +4 ist mittlere Proportionalgrôfe 
zwischen + 1 und —1 oder entspricht dem Zeichen V—1...“ Der 
Absatz endigt mit der (dem Schluf des ersten Hauptteils parallelen) 
Bemerkung: ,Hier ist also die Nachweïisbarkeit einer anschaulichen 
Bedeutung von V—1 vollkommen gerechtfertigt, und mehr bedarf 
es nicht, um diese Grüfe in das Gebiet der Gegenstände der Arith- 
metik zuzulassen.“ 


9. Die weitere Entwicklung nach 1831. 


GauB schlieft seine Selbstanzeige mit den (in Teil D in an- 
derem Zusammenhang nochmals zu besprechenden) Worten: ,Der 
Verfasser hat sich vorbehalten, den Gegenstand, welcher in der 
vorliegenden Abhandlung eigentlich nur gelegentlich berührt ist, 
künftig vollständiger zu bearbeiten ...*. (Er hat dieses Ver- 
sprechen übrigens niemals eingelôst.) Hiernach kônnte zunächst 
die Annahme als naheliegend erscheinen, er habe seine Darstellung 
nicht als endgültig und vielleicht seine Begründung nicht als vüllig 
stichhaltig angesehen und sich deshalb eine entsprechende Ver- 
vollständigung vorbehalten ‘). Demgegenüber soll an Hand einigen 
Materials aus späterer Zeit nachgewiesen werden, daB Gaufñ 
weiterhin die Rechtfertigung der komplexen Zahlen in der Selbst- 
anzeige als endgültig und einwandfrei angesehen hat; daf er je- 


1) Vgl. Wolfgang Bolyais Bemerkungen in der Vorrede zu seinem Tentamen, 
wo er (auf Grund dieses Schlusses der Selbstanzeige) die Erwartung der ange- 
kündigten GauBschen Untersuchung ausspricht, wäbrend er bis zu ibrem Er- 
scheinen seinen Schülern seine eigenen Anschauungen vortragen müsse. 
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mals anders hierüber gedacht haben sollte, ist (mit einer auf 
S. 82f. zu erwähnenden Einschränkung) nicht wahrscheinlich. Mit 
dem angeführten Satz hat demnach GauB wohl nur das Versprechen 
einer eingehenderen, aber im nämlichen Sinn verlaufenden Er- 
ôrterung des in der Selbstanzeige nur ,im Vorbeigehen“ behan- 
delten Gegenstands geben wollen. 

Am 6. März 1832 schreibt GauB an Wolfgang Bolyai: , Vielleicht 
wird es Dich nicht gereuen, wenn Du Dich bemühest Dir diesen 
Band der G{ôttinger] G{elebrten] A[nzeigen, Jahrg. 1831] zu ver- 
schaffen ..., da darin u. a. auch die Quintessenz meiner Ansicht 
von den imaginären GrôBen auf ein paar Seiten dargelegt ist ...“ 
(W. VIII S. 224). Weiter in einem Brief an H. G. Grafmann vom 
14. Dezember 1844: ,...hernach ... glaube ich zu bemerken, daÿ 
die Tendenzen desselben [der Grafmannschen , Ausdehnungslehre“ 
von 1844] teilweise denjenigen Wegen begegnen, auf denen ich 
selbst nun seit fast einem halben Jahrhundert gewandelt bin und 
wovon freilich nur ein kleiner Teil 1831 in den Comment. der 
Gôttingischen Sozietät und noch mehr in den Gôttingischen Ge- 
lehrten Anzeigen (1831, Stück 64) gleichsam im Vorbeigehen er- 
wäbnt ist; nämlich die konzentrierte Metaphysik der komplexen 
GrôBen ...“ (W. X1, S. 436). Ferner in einem Brief an Schu- 
macher vom 1. September 1850: ,Auch die Art, wie H. Pr{ehn] 
über die imaginären GrôüBen spricht, zeigt, daf er sich noch ganz 
. auf dem Standpunkte befindet, auf dem man sich vor 1831 befand, 
und die gänzlich veränderte Gestalt dieser Lehre, die ich ihr ge- 
geben habe, nur auf ein paar Seiten, aber den Kern der Sache 
erschôpfend, gar nicht kennt ...“ (W. X1, S. 435 f.). 

In Nr. 2 der vierten Fassung des wahrscheinlich gleichfalls 
aus dem Jahre 1850!) stammenden NachlaBstückes , Konvergenz 
der Reïhen usw.“ gibt Gauf eine Darstellung der historischen 
Entwicklung des Gebrauchs der imaginären Grôfien, die im wesent- 
lichen übereinstimmt mit der Schilderung in Nr. 2 der Inaugural- 
dissertation, nur erheblich ausführlicher und deutlicher ist als dort; 
diese historische Darstellung schlieft GauB mit den Sätzen: ,Bei 
allem dem sind die imaginären GrôfBen, solange ihre Grundlage 
immer nur in einer Fiktion bestand, in der Mathematik nicht so- 
wohl wie eingebürgert als vielmehr nur wie geduldet betrachtet 
und weit davon entfernt geblieben, mit den reellen Grüfen auf 
gleiche Linie gestellt zu werden. Zu einer solchen Zurücksetzung 
ist aber jetzt kein Grund mehr, nachdem die Metaphysik der ima- 


1) Vgl. Schlesingers Bemerkungen, W. X1, S. 445. 
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ginären Grüfen in ihr wahres Licht gesetzt und nachgewiesen ist, 
daf diese ebensogut wie die negativen ihre reale gegenständliche 
Bedeutung haben“ (W. X1, S. 404f.) An dieser Stelle steht als 
Fufnote die Verweisung auf die Selbstanzeige. ÂAhnlich in der 
fünften Fassung der nämlichen Untersuchung (ebd., S. 407). 

Endlich seien noch die folgenden, bisher nicht verôffentlichten 
Sätze aus einer (im Gauf-Archiv befindlichen) von Heine stammen- 
den Ausarbeitung einer Gauñischen Vorlesung über die Theorie der 
imaginären GrüBen (gehalten von Neujahr bis Ostern 1840) wieder- 
gegeben, die ganz die in der Selbstanzeige enthaltene Auffassung 
wiederspiegeln und dabei den Kern der Betrachtungsweise, der dem 
letzten Teil der Selbstanzeige zu Grunde liegt, wesentlich schärfer 
hervortreten lassen: 


»$ 1. ...Im nachfolgenden wird bewiesen werden, daf die 
Imaginären in einer bestimmten Darstellungsweise Bedeutung haben; 
folglich — schliefen wir weiter — werden sie als in der Mathe- 
matik legitimierte GrüBen zu betrachten sein. 


$ 2 ...(Verallgemeinerung der Definition der Proportion). 
Wenn man gewühnlich sagt, die vier Glieder a, b, c, d stehen in 
geometrischer Proportion, wenn b so oft in &« enthalten ist wie d 
in 6, so definieren wir: Wenn d aus c durch reine Verstandesope- 
rationen so entstanden ist wie b aus a, so sagen wir, à, b, c, d 
stehen in geometrischer Proportion. Anmerkung. Daf sich die 
gewühnlichen Sätze über die Proportionen, z. B. daf ad = bc sei, 
hieraus beweisen lassen, davon kann man sich leicht überzeugen|{!)|. 


1) In dieser Form trifft die Behauptung sicher nicht allgemein zu. Soll 
nämlich aus b — f(a), d — f(c) (wo f die Verstandesoperation bezeichnet) all- 
gemein, d. h. für beliebige a und c, folgen a-f(c) = c.f (a), so ist insbesondere 
für a = 1: f(c) = f(1):c = «œ.c. Versteht man hier unter der Konstanten « 
eine komplexe Zahl, so erweist sich die allgemeinste , Verstandesoperation“ mit 
der fraglichen Eigenschaft bei Benutzung der geometrischen Dar- 
stellung der komplexen Zahlen als eine beliebige Drehstreckung in der Ebene. 
Dieser SchluB, der zur Folgerung des $ 8 hinreichen würde, darf aber in diesem 
Zusammenhang nicht gezogen werden, da er, zur Begründung der üblichen räum- 
lichen Versinnlichung der komplexen Zahlen verwandt, eine petitio principii be- 
deuten würde. 

Ob der zwiefache Irrtum an dem Hürer (Heine) gelegen ist oder wirklich, 
wie es das Folgende nahezulegen scheint, von GauB selbst stammt, wird schwer- 
lich zu entscheiden sein. DaB GauB seine Worte in dem ganz allgemeinen Sinn, 
wie sie hier wiedergegeben sind, wirklich gemeint haben sollte, erscheint schon 

 deshalb als ausgeschlossen, weil ja zwischen den (môüglicherweise obendrein unter 
einander ungleichartigen) GrôBen a und d bezw. b und c eine Multiplikation gar 
nicht definiert zu sein braucht. 
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$ 3. ... Denke ich mir nun das ganze System im Sinne von 
D nach PB um 90° gedreht, so wird D nach B kommen und C 
nach D, sodaf ich habe: der Übergang von À nach B ist aus dem 


von À nach D so entstanden wie der von À nach D aus dem von 
A nach C. Setze ich also für die Ubergänge die Werte +1, —1, 
+, —1, so habe ich: +1 ist aus + so entstanden wie +i aus 
— 1, oder die Proportion ($ 2): 

+Hi:+i— +i:—1 oder à ——1.“!) 


Gegenüber all diesen Stellen, die eine rückhaltlose Bestätigung 
bezw. Bekräftigung der in der Selbstanzeige vertretenen Auffassung 
zeigen, muB allerdings gesagt werden, daf in einigen anderen Be- 
merkungen von GauB doch eine gewisse Ergänzung oder sogar Modi- 
fikation des Bisherigen zu erblicken sein dürfte. In einem Brief 
an Drobisch vom 14. August 1834 (also nur wenige Jahre nach 
der Darstellung in der Selbstanzeige) schreibt GauB nämlich: 

. Nur ist die Darstellung der imaginären Grôfen in den Re- 
lationen der Punkte in plano nicht sowohl ihr Wesen selbst, 
welches hüher und allgemeiner aufgefaft werden muf, als vielmebr 
das uns Menschen reinste oder vielleicht einzig ganz reine Beispiel 
ihrer Anwendung“ (W. X1, S. 106). Ferner bemerkt er in dem 


1) Die Figur ist gegen die Handschrift etwas vereinfacht. 


Zablbegriff und Algebra bei Gauf I. 33 


mehr als 15 Jahre später geschriebenen Nachlafistück ,Konver- 
genz der Reïhen usw.“: ,Es wird damit, wie schon an einem an- 
deren Orte bemerkt ist, nur bezweckt, die Bewegung in dem an 
sich vom Räumlichen unabhängigen Felde der abstrakten kom- 
plexen Grôfen zu erleichtern und eine Sprache für dasselbe zu 
vermitteln* (W. X1, S. 408; vgl. auch den SchluBsatz der dortigen 
Fufinote); ähnlich in der Bemerkung ,an einém anderen Orte“, 
nämlich im Art. 5 der Jubiläumsschrift von 1849 (W. III, S. 79). 
Man gewinnt hiernach den Eindruck, da8 der innere Kampf mit 
dem Gegenstand, von dem die zu Beginn von Nr. 8 (S. 26) ange- 
führte Stelle aus einem Brief an Hansen zeagt, auch nach 1831 nicht 
ganz aufgehôürt hat, und daB GauB im Verlauf dieser inneren Ent- 
wicklung sich von seiner Darstellung doch nicht restlos befriedigt 
füblte: er scheint dabei namentlich allgemeine Bedenken nach der 
Richtung hin empfunden zu haben, daB zur Rechtfertigung der 
an sich der reinen Zahlenlehre angehôrigen komplexen Zahlen doch 
eigentlich nicht die Heranziehung räumlicher Vorstellungen er- 
forderlich sein sollte. Sein schlieBlicher Standpunkt hat sich aber 
offenbar, soweit dies wenigstens das vorhandene Material beur- 
teilen läfit, in mathematischer Beziehung nicht wesentlich von dem 
1831 innegehabten unterschieden; an und für sich seien die kom- 
plexen Zahlen freilich ee von räumlichen Vorstellungen, 
aber rein arithmetisch nicht faBbar; nicht nur zu ihrer Veranschau- 
lichung, sondern auch zu ihrer Re bedürfe man der in der 
Selbstanzeige vertretenen Auffassung. DaB GauB auch nach Emp- 
fang der Grafmannschen Ausdehnungslehre (vgl. den Brief vom 
14. Dezember 1844, s. 0. S. 80) und später diese Anschauung nicht 
verändert hat, dürfte beweisen, daB er nicht mehr dazu gekommen 
ist, dieses Werks ,eigentlichen Kern herauszufinden“. 

Unter den späteren Untersuchungen von GauB, die sich auf 
komplexe Zahlen beziehen oder mit solchen arbeiten'), ist hier 
nur noch das mehrfach erwähnte Nachlafstück ,Konvergenz 
der Reïhen usw.“ hervorzuheben; in der vierten und namentlich 
der fünften Fassung dieser Untersuchung (W. X1, S. 403—405, 
414—416) betont GauB mit Nachdruck die Notwendigkeit der 
Gleichstellung der Kkomplexen Zahlen mit den reellen vom 

1) Solcher Untersuchungen ist eine ziemlich grofe Anzahl vorhanden, da 
GauB besondere Vorliebe für die Verwendung komplexer Zahlen (namentlich auch 
bei geometrischen Aufgaben) zeigt und geradezu solcher Verwendung zu Liebe 
die eine oder andere Untersuchung überbaupt angestellt zu haben scheint (vgl. 
den Brief an Gerling vom 14. Januar 1842, W. VIII, $S. 315). Man vergleiche hierzu 
namentlich Stäckel, IV. Abschnitt. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1920. Beïheft. h] 
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funktionentheoretischen Standpunkt aus (namentlich auch 
zwecks einer allgemeinen Begründung des Integralbegriffs); her- 
vorgehoben seien die folgenden SchluBsätze von Nr. 2 der 
vierten Fassung: ,Die vollständige Erkenntnis der Natur einer 
analytischen Funktion muf auch die Einsicht in ihr Verhalten 
bei den imaginären Werten des Arguments in sich schliefen, 
und oft ist sogar letztere unentbehrlich zu einer richtigen Be- 
urteilung der Gebarung der Funktion im Gebiete der reellen Ar- 
gumente. UnerläBlich ist es daher auch, da die ursprüngliche 
Festsetzung des Begriffs der Funktion sich mit gleicher Bündig- 
keit über das ganze GrôBengebiet erstrecke, welches die reellen 
und die imaginären Grôfien unter dem gemeinschaftlichen Namen 
der komplexen Grüfen in sich begreift“ (ebenda, S. 405). Im 
übrigen finden sich Bemerkungen, die die grundsätzliche Seite des 
Wesens der komplexen Zahlen betreffen, nicht mehr vor. 


Gauf hat sich ursprünglich, wie er in der Inauguraldissertation 
und später wiederholt bemerkt hat, zur Rechtfertigung der kom- 
plexen Zahlen veranlat gesehen durch die Rolle, die sie in der 
Algebra spielen, namentlich durch die schon von seinen Vorgängern 
gemachte (wenn auch noch nicht streng bewiesene) Bemerkung, 
da die Zulassung der Zahlen von der Form « + bi jeder algebra- 
ischen Gleichung so viele Wurzeln sichert, als ihr Grad angibt. 
Eine zweite Quelle, aus der er gleichfalls schon in seiner frühen 
Jugend Interesse für die Beschäftigung mit den komplexen Zahlen 
geschôpft bat, war die Untersuchung spezieller Funktionen, 
die er nicht nur für die reellen, sondern gleichzeitig auch für die 
komplexen Argumentwerte betrachtete; doch hat er diese Unter- 
suchungen nicht verôffentlicht und deshalb auch die Rolle nicht 
hervorgehoben, die sie für ihn im Hinblick auf den vorliegenden 
Gegenstand spielten. Weïter trat zu diesen beiden Gesichts- 
punkten, mit dem letzteren in der Entwicklung wohl enge verknüpft 
(vgl. oben S. 24), spätestens vom Jahre 1807 an ein dritter, der die 
Gleichberechtigung der komplexen Zahlen forderte, nämlich die Er- 
kenntnis der Bedeutung, die ihre Zulassung in der Zahlentheorie 
(Theorie der biquadratischen Reste) besitzt; diese Erwägung ist es, 
die schliefilich nach langem Zôgern die systematische Rechtfertigung 
der komplexen Zahlen in der Selbstanzeige von 1831 auslôüst. End- 
lich zeigt er — mit bemerkenswerter Kühnheiït schon in dem Brief 
an Bessel von 1811, in vülliger Bestimmtheit in seinen letzten 
Lebensjahren — für das Gebiet der allgemeinen Funktionen- 
theorie, wie auch hier die vôllig gleichberechtigte Einbürgerung 
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der komplexen Zahlen eine unerläfiliche Forderung sei, der nur 
nach selbständiger Rechtfertigung der neuen Bürger des Zahlen- 
reiches (wie er eine solche in seiner Selbstanzeige erblickt) Rechnung 
getragen werden künne. Berücksichtigen wir endlich den ausgiebigen 
Gebrauch, den GauB auch für geometrische Zwecke von den 
komplexen Zahlen gemacht hat, so sehen wir: Schon ihm ist ihre 
Unentbehrlichkeit in der Mathematik und damit die Wichtigkeit 
ibrer theoretischen Begründung in dem gleichen vielseitigen Lichte 
erschienen, wie sie sich uns auch heute noch unverändert zeigt. 


b) Vergleichende historische und kritische Betrachtung. 


10. Die räumliche Versinnlichung der komplexen Zahlen 
bei Gau$” Vorgängern und Zeitgenossen. 


Haben die bisherigen Ausführungen des Teiles C in einer 
wesentlich chronologischen Anordnung darzustellen versucht, wie 
sich Gauf’ Anschauungen über die Notwendigkeit und die Art 
einer prinzipiellen Begründung der komplexen Zahlen entwickelt 
haben, so erübrigt es noch, einen Überblick über die bezüg- 
lichen Ansichten seiner Vorgänger und Zeitgenossen sowie über 
die Richtung zu geben, nach der sich der Standpunkt der Mathe- 
matiker seither gewandelt hat. Es wird genügen, eine solche 
Darstellung auf das Maf zu beschränken, das zur schärferen 
Beleuchtung der Gaufschen Auffassuns, ihrer Vorzüge und ihrer 
Mängel, wünschenswert ist; namentlich kann vüllig abgesehen 
werden von dem (mit Cardano beginnenden) älteren rein formalen 
Gebrauch des Imaginären, mit dem weder ein Versuch systema- 
tischer Begründung noch der einer geometrischen Versinnlichung 
verbunden war. 

Der erste, der sich bemüht hat zu einer räumlichen Veranschau- 
lichang der komplexen Zahlen zu gelangen, scheint J. Wallis g»wesen 
zu sein, der die Kapitel 67—69 seiner Algebra !) diesem Gegenstand 
gewidmet hat. Wallis versucht komplexe GrüBen vektoriell darzu- 
stellen; er geht aus von der reellen Zahlengeraden und stellt die 
rein imaginären GrôBen bi, für die b positiv ist, in der jetzt üb- 
lichen Art auf der durch den Nullpunkt gehenden, zur reellen Axe 
senkrechten Geraden dar (während er seltsamerweise ein negatives 


1) À treatise of algebra both historical and practical (London 1685), S. 266 
—9273; J. Wallis, Opera mathematica, II (Oxford 1693), S.287—295. Eine Dar- 
ue und Würdigung der Versuche von Wallis hat G. Enestrôm in der Bibl. 
Math., (3) Bd. 7 (1906), S. 263—269 gegeben. 
3% 
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b in seiner auf die obere Halbebene beschränkten Betrachtung aus- 
schliet). Es findet sich bei ihm. auch schon die Auffassung der 
rein imaginären Zahlen als mittlerer Proportionalen zwischen posi- 
tiven und negativen. Dagegen gelingt es ihm nicht, die allge- 
meinen komplexen Zahlen a+ bi (a + 0, b + 0) als Vektoren in 
der durch reelle und imaginäre Axe bestimmten Ebene darzustellen; 
dazu benutzt er vielmehr die auf ihr senkrechte, durch die reelle 
Axe gehende Ebene. Dieses Verfahren ist nicht wesentlich ver- 
schieden von dem jetzt üblichen und enthält im Grunde dessen weit- 
tragende Bedeutung; doch ist sich Wallis ibrer keineswegs bewuft, 
er erwähnt das Verfahren vielmehr nur gelegentlich, ohne es 
weiter zu benutzen. 

Erst in der Mitte des 18. Jahrhunderts findet sich ein weiterer, 
übrigens noch weniger erfolgreicher Vorstof in der nämlichen 
Richtung, der von H. Kuehn') unternommen wurde und ebenso- 
wenig wie Wallis’ Versuche?) irgend welchen Einfluf ausgeübt zu 
haben scheint. Überhaupt nichts Näheres ist bekannt von dem 

savant modeste“ H. D. Truel, der nach Cauchys Angabe 5) bereits 
st 1786 die geometrische Versinnlichang der imaginären Grüfien 
entdeckt haben soll. 

Gegen Ende des 18. Jahrhunderts Manet: die Reïhe der Ar- 
beiten, die einerseits von C. Wessel, andererseits von J. R. Argand 
und den an ihn anknüpfenden franzôüsischen Gelehrten sowie von 
einigen weiteren englischen und franzôsischen Autoren zwar vor dem 
Erscheinen der GauBschen Selbstanzeige, nicht aber vor dem Ursprung 


1) Meditationes de quantitatibus imaginariis construendis et radicibus ima- 
ginariis exhibendis (Novi Comm. Acad. sc. Petropol., t. 3 (1753), S. 170—2923). 
Vgl. hierzu M. Cantors Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, Bd. 8 (2. Auf, 
Leipzig 1901), S. 726—728. — Für den Standpunkt von d’Alembert und denjenigen 
Eulers vergleiche man Stäckels Hinweise in der Biblioth. math., (3) Bd. 1 (1900), 
S. 124 sowie Stäckel, $S. 83 und Enestrôms Bemerkung in der Encyclop. des sc. 
math. I 13, S. 840, FuBn. 55; an letzterer Stelle muB es heiBen: Opusc. anal. 
St. Pétersbourg 1785 (statt 0. 2 IDE ELITE) 

2) Anscheinend auf diese anspielend, wendet sich Foncenex in einem Aufsatz: 
Réflexions sur les quantités imaginaires (Miscell. philosophico-mathem. soc. priv. 
Taurinensis, t. 1 (Turin 1759), $S. 122 f. der zweiten Paginierung) ausdrücklich gegen 
den Versuch, den ,unmôglichen“ GrüBen eine anschauliche Deutung, die sie als 
môglich erscheinen lieBen, zu geben, und bemerkt schlieBlich: ,Les racines ima- 
ginaires n’admettent donc pas une construction géométrique, et on ne peut en 
tirer aucun avantage dans la résolution des problèmes . . .“ (vgl. Enestrôm in der 
Encycl. des sc. math., I 13, S. 841, Fun. 56). 

3) Exercices d'analyse et de physique mathématique, t. 4 (Paris 1847), 
S. 157. C.R. Acad. sc. Paris, t. 29 (1849), S. 250; Œuvres, (1) t. 11 (Paris 1899), 
S. 152, 
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seiner bezüglichen Ideen verüffentlicht worden sind. Wessel und 
Argand teilten miteinander das Los, da8 ihre Schriften zunächst un- 
beachtet blieben; während aber die (am 10. März 1797 der Kopen- 
hagener Akademie vorgelegte, 1798 gedruckte und 1799 im 5. Band 
der 2. Serie der Abhandlungen der Akademie erschienene) Schrift 
Wessels fast ein Jahrhundert lang unbeachtet geblieben ist, bis sie 
1895 durch einen Zufall entdeckt und neu verôffentlicht wurde!), ist 
die 1806 erschienene Arbeit Argands?) nach sieben Jahren der 
Vergessenheïit entrissen worden durch die Aufsätze, die Français, 
Gergonne, Servois und Argand selbst in den Jahren 1813—15 im 
4. und 5. Band der Annales de math. pures et appl. verüffentlicht 
haben. Wenn auch Argands Arbeiten zweïfellos unabhängig von 
Wessel entstanden sind, so gebührt doch diesem neben der Prio- 
rität auch der sachliche Vorrang. Während nämlich Argand sich 
1806 teilweise noch mit einer gewissen Unsicherheït äuBert#), die 
freilich später unter dem Einfluf von Français’ Ansichten wesent- 
lich abnimmt “), findet man bei Wessel von vorneherein mit voller 
Klarheïit das Ziel sowohl wie die Methode auseinandergesetzt: das 
Ziel, die ,unmôglichen“ Operationen zu vermeiden‘), und die Me- 
thode, sie zu ersetzen durch die einwandfrei und ganz in der heute 


1) C. Wessel, Essai sur la représentation analytique de la direction, Copen- 
hague 1897 (franzôsische Übertragung des dänischen Originals); vgl. auch die 
Vorrede von H. Valentiner. Das Original ist neu abgedruckt im Arch. for Math. 
og Naturv., Bd. 18 (1896), S. 5 ff. 

2) Essai sur une manière de représenter les quantités imaginaires dans les 
constructions géométriques (Paris. Anonym erschienen). Kerner Argands Auf- 
sätze im 4. u. 5. Bd. der Ann. de math. pures et appl. Argands Schrift ist (zu- 
sammen mit den einschlägigen Aufsätzen im 4. und 5. Bd. der Annales) neu her- 
ausgegeben worden von J. Hoüel (Paris 1874). 

8) ,La méthode dont on vient d’exposer l'essai, repose sur deux principes 
de construction, l’un pour la multiplication, l’autre pour l’addition des lignes diri- 
gées, et il à été observé que, ces principes résultant d’inductions qui ne possè- 
dent pas un degré suffisant d’évidence, ils ne pouvaient, quant à présent, être 
admis que comme des hypothèses . . .“ (S. 60). 

4) 1813 drückt sich Argand folgendermaBen aus: ,... mettant de côté la 
question si ces notions [les notions nouvelles sur les quantités imaginaires] sont 
vraies ou fausses, on peut se borner à regarder cette théorie comme un moyen 
de recherches, n’adopter les lignes en direction que comme signes des quantités 
réelles ou imaginaires, et ne voir, dans l'usage que nous en avons fait, que le 
simple emploi d’une notation particulière“ (Ann. de math. pures et 
appl., t. 4, S. 143). 

5) Am Ende der Einleitung (S. 5 der franzôsischen Übersetzung) sagt er in 
bezug auf seine Schrift: ,Ce qui m’a donné l’occasion de l'écrire, c’est que je 
cherchais une méthode qui permît d’éviter les opérations impossibles.“ 
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üblichen Weise definierte Addition und Multiplikation von Vek- 
toren in der Ebene !). tn 

Wenn man davon absieht, daf bei GauB in hüherem Ma als 
in diesen Schriften die Trenrung zwischen der prinzipiellen 
Seite des Problems und der geometrischen Bedeutung und An- 
wendungsfähigkeit der neuen Theorie hervortritt, so fällt dem 
vergleichenden Betrachter vor allem der folgende Umstand auf: 
GauB verzichtet darauf, auf die (in der Commentatio secunda ge 
lehrte) Addition und Multiplikation der Punkte (bezw. Vektoren) 
in der komplexen Zahlenebene ausdrücklich in der Selbstanzeige 
hinzuweisen, obgleich ja die Art der Ausführung dieser Operationen 
für die prinzipielle Begründung gerade von seinem Standpunkt 
aus wesentlich sein mu: es kann zur Rechtfertigung der kom- 
plexen Zahlen nicht genügen, ihnen umkehrbar eindeutig die Punkte 
(oder Vektoren) der Ebene zuzuordnen, sondern es ist, um die 
Widerspruchslosigkeit des Rechnens mit den komplexen Zahlen 
nachzuweïsen, darüber hinaus erforderlich, den Isomorphismus ?) 
zwischen diesem Rechnen und gewissen (widerspruchslosen) geo- 
metrischen Operationen mit Punkten oder Vektoren aufzuzeigen. 


Weniger wichtig ist der Umstand, daB GauB in der Selbst- 
anzeige nur die Punkte der Zahlenebene und nicht die Vektoren 
ins Auge fafit; daB die letzteren es sind, denen auch er vom 
grundsätzlichen Standpunkt aus die grôfere Bedeutung zuerkennt, 
geht klar aus der Tatsache hervor, da er, wie er wiederholt her- 
vorhebt, den komplexen Zahlen nicht sowohl die Punkte selbst als 
vielmehr die ,Übergänge“ zwischen den Punkten zugeordnet wissen 
will (vgl. o. S. 28 und 32). 

Während die einschlägigen Arbeiten von A. Q. Buée, B. Gom- 
pertz, J. Warren und C. V. Mourey hier keiner besonderen Be- 
sprechung bedürfen*), sei als Gegenstück zu Gauf noch die merk- 


1) Zu der von den älteren Autoren gar nicht aufgeworfenen Frage, aus 
welchen Gründen man die Operationen gerade so und nicht anders erklärt, ver- 
gleiche man z. B. Hankel, S. 76f. u. 79f. 

2) Der Begriff des Isormorphismus und daher der logische Kern dieser Ge- 
dankenreihe hat allerdings GauB noch fern gelegen; vgl. den zweiten Teil dieses 
Aufsatzes. Aber unbewuft war es auch bei GauB der Begriff des Isomorphismus, 
der seiner Rechtfertigung der komplexen Zahlen (wie auch den allgemeineren 
Betrachtungen in der Selbstanzeige S. 175f.) erst ibre volle Bedeutung verlieh. 

8) Ausführliche Literaturangaben in der Encycl. des sc. math. I 13, S. 337f. 
und 340. Auch Bellavitis’ Âquipollenzenrechnung gehôrt hierher, vgl. Hoüels Auf- 
satz in den Nouv. Ann. de Math., (2) t. 8 (1869), S. 289f. u. 337 ff. — Für eine: 
vergleichende Würdigung der wichtigeren Arbeiten über unseren Gegenstand von 
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würdige Entwicklung erwähnt, die Cauchys Anschauungen über 
das Wesen der komplexen Zahlen durchgemacht haben. Im Cours 
d'analyse ‘) vertritt er 1821 noch vôllig die von ihm selbst scharf 
akzentuierten alten Vorstellungen, die von GauB bereits in seiner 
Inauguraldissertation kritisiert worden waren. Er betrachtet eine 
imaginäre Zahl als einen symbolischen Ausdruck ,qui ne signifie 
rien par elle-même ou à laquelle on attribue une valeur diffé- 
rente de celle qu’elle doit naturellement avoir“, sodaB die Formu- 
lierung einer Gleichheit zwischen solchen Ausdrücken eigentlich 
unexakt oder ohne Sinn sei; diese Ausdrücke seien daher nur als 
Hilfsmittel zur Aufstellung von Relationen zwischen reellen 
Zahlen zuzulassen und fänden ihre Berechtigung als solches Hilfs- 
mittel in der — ohne Beweis behaupteten — Tatsache, daf die 
betreffenden Relationen sich, wiewohl umständlicher, auch ohne 
Zuhilfenahme der komplexen Zahlen bherleiten lassen. Dieser 
Standpunkt lieB sich, nachdem ihm die Arbeiten von Argand und 
Français bekannt geworden waren, nicht mehr aufrecht erhalten. 
In der Tat nimmt er, während er noch 1844?) seine Anschauungen 
von 1821 unverändert vertritt, 3 Jahre später*) seine Auffassung 
zurück und will unter gänzlicher Ausschaltung des Zeichens V—1 
das Rechnen mit komplexen Zahlen durch das Rechnen mit den 
ihnen entsprechenden Vektoren (unter geeigneter Definition der 
Operationen) ersetzt wissen; er folgt im wesentlichen Argand und 
geht grundsätzlich keïineswegs über GauB hinaus. Gleichzeitig 
gibt er andererseits einen weiteren, rein arithmetischen Weg an‘), 
den er zur Vermeidung der komplexen Zahlen vorschlägt, der 
aber auch als zu ihrer Rechtfertigung dienend aufgefafit 
werden kann (wenngleich eine Rechtfertigung dieser Art den An- 
schauungen der damaligen Zeit freilich ganz und gar fern lag): 


Wallis bis Cauchy vergleiche man die Darstellung von Beman (Proc. Americ. assoc. 
advanc. sc, vol, 46, Detroit 1897 (Salem 1898), S. 35 ff.; in franzôsischer Uber- 
setzung im Enseignem. math., année 1 (1899), S. 162—184). 


1) Cours d’analyse 1, Analyse algébrique (Paris 1821), S. 173; Œuvres, (2) 
t. 8 (Paris 1897), S. 153. 

2) Exercices d'analyse et de physique math., t. 3 (1844), S. 361f. 

3) Exercices d’anal. et de phys. math, t. 4 (1847), S. 157f#. C. R. Acad. 
sc. Paris, t. 29 (1849), S. 250ff.; Œuvres, (1) t. 11 (Paris 1899), S. 152ff. — 
Über die (ihrem Ursprung nach unaufgeklärte) funktionentheoretische Verwendung 
der räumlichen Versinnlichung durch Cauchy, die aus viel früherer Zeit (1825) 
stammt, vergleiche man Stäckel in der Bibl. math., (8) Bd. 1 (1900), S. 123—125. 

4) Exercices d’anal. et de phys. math., t. 4 (1847), S. 87#. C. R. Acad. 
sc. Paris, t. 24 (1847), S. 1120 ff.; t. 25 (1847), S. 129ff.; Œuvres, (1) t. 10 (Paris 
1897), S. 812ff. u. 351f. 
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er will à nicht als V— 1, sondern als eine Unbestimmte betrachtet 
und die Gleichungen zwischen komplexen Ausdrücken durch Kon- 
gruenzen zwischen den entstehenden Funktionen von à modulo 
+ 1 ersetzt wissen. Diese arithmetische, vom modernen Stand- 
punkt aus der GauBschen Auffassung vorzuziehende Methode ist 
bekanntlich von Kronecker weitgehend verallgemeinert worden, 
einmal zu einer das Irrationale formal vermeidenden Einführung 
beliebiger algebraischer Zahlen'), andererseits auch zur Be- 
handlung der hôheren komplexen Zahlen und der Modulsysteme ?). 


TE Arithmetische Theorieen der komplexen Zahlen. 
Zusammenfassung. 


Die früheste einwandfreie rein arithmetische Begründung der 
komplexen Zahlen wurde nur zwei Jahre nach dem Erscheinen der 
GauBschen Selbstanzeige — unabhängig von Gauf’ Arbeiten — von 
Hamilton *) geliefert; er erweitert den Bereich der reellen Zahlen, 
in dem das Symbol de sinnlos ist, zum Bereich der Paare reeller 
Zahlen, in dem das entsprechende Symbol einen Sinn besitzt, da 
sich in diesem Bereich die Quadratwurzel aus dem Paar (— 1,0) 
ausziehen läft. Gegen Hamiltons Begründung läft sich nur der 
eine Einwurf vorbringen, sie sei dogmatisch, insoferne die Defini- 
tionen der Gleichheit, der Addition und (trotz eines zunächst ein- 
geführten allgemeineren Ansatzes) auch der Multiplikation will- 
kürlich gewählt scheinen; diese Lücke ist durch den Nachweïs, 
daB kein wesentlich verschiedenes System komplexer Zahlen mit 
zwei (oder mehr) Haupteinheiten die formalen Gesetze der Arith- 
metik erfüllt, von Weierstra *), in einem erheblich allgemeineren 


1) Journ. f. Math., Bd. 100 (1887), S. 490f#. Zu dieser sich 21 sehr 
nützlich erweisenden Methode vgl. J. Kôünig, Einleitung in die allgemeine Theorie 
der algebraischen GrôBen (Leipzig 1903), namentlich S. 108ff. und 137#., sowie 
Steinitz Untersuchung über die Algebraische Theorie der Kôrper, J. f. nn 
Bd. 137 (1910), S. 167—309, namentlich $S. 192 ff. | 

2) Z. B. Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. zu Berlin, Jahrg. 1888, 1. Halbbd., 
S. 4929 ff. 

3) Theory of conjugate functions, or algebraic couples; Trans. Irish as 
vol. 17 (1837), S. 293. (gelesen am 4. Nov. 1833 und 1. Juni 1835). Diese Ab- 
handlung ist jedoch zunächst vôllig unbeachtet geblieben; ihr Inhalt wurde weiteren 
Kreisen erst bekannt durch Hamiltons Vorrede zu seinen Lectures on quaternions 
(Dublin 1853). DE 

4) In seinen Vorlesungen vom Jahre 1863 an. , Vel. E. Kossak, Die Ele- 
mente der Arithmetik (Programm des Friedrichs- Werderschen Gymnas., Bars 
1872), S. 21—927. 
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Sinn aber (nach Vorarbeiten von F. Schur') und M. Pasch ?)) 
vor kurzem von L. Bieberbach#) ausgefüllt worden. Jedoch 
handelt es sich hierbei nur um die Beseitigung eines Schôünheits- 
fehlers, während die Hamiltonsche Theorie an sich emwandfrei ist; 
sie hat zum erstenmal die Unrichtigkeit der Meinung von Gauf 
gezeigt, wonach die volle Rechtfertigung der komplexen Zahlen 
nicht ohne Zuhilfenahme geometrischer Betrachtungen zu erbringen 
sei (vgl. z. B. die auf Seite 32 unten angeführte Briefstelle). 
GauB hat, um Georg Cantors charakteristische Bezeichnangsweise 
(Math. Ann., Bd. 21 (1883), S. 562) zu benutzen, die transiente 
Begründung der komplexen Zahlen nicht an sich, aus mathe- 
matischen oder metaphysischen Erwägungen, ‘für notwendig ge- 
balten, als vielmehr geglaubt sich mit ihr begnügen zu müssen, 
weil er keinen Weg zu einer immanenten Begründung vor 
sich sah; daf ein solcher und zwar verhältnismäBig bequemer Weg 
vorhanden sei, hat demgegenüber Hamilton als erster dargetan. 
Gegen die gekennzeichnete Anschauung von Gauf hat sich 
übrigens schon bald nach dem Erscheinen der Selbstanzeige (1837, 
also in dem nämlichen Jahre, in dem Hamiltons Abhandlung er- 
schienen ist) Johann Bolyai‘) in seiner (erst 1899 verôffentlichten) 
Preisschrift ,Responsio ad quaëstionem usw.“5) ausdrücklich ge- 
wandt. Obgleich die Preisaufgabe sich auf die Konstruktion der 
imaginären Grôfen bezog, entwickelt Bolyai in den $$ 2—7 seiner 
Arbeit eine (allerdings etwas umständliche und nicht besonders klare) 
arithmetische Theorie. Der SchluBparagraph bringt fünf Ein- 
wände gegen GauB’ Darstellung von 1831 vor, von denen der 
zweite und dritte die folgenden, vom modernen Standpunkt aus 
als beréchtigt: anzuerkennenden Gesichtspunkte enthalten: einmal 
tadelt Bolyai HS die Benutzung des Raumes als Beweishilfs- 


1) Math. Ana len: Bd. 33 (1889), S. 49— 60. 

2) Archiv d. Math. u. Phys., (3) Bd. 7 (1904), S. 102—08; M. Pasch, Ver- 
änderliche und Funktion (Leipzig und Berlin 1914), S. 158—178. 

3) Math. Zeitschrift, Bd. 2 (1918), S. 171—179. 

4) Die weniger bedeutungsvollen Anschauungen Wolfgang Bolyais kônnen 
hier auBer Erürterung bleiben. Vgl. dazu Stäckels Aufsatz in den Math. und 
nat. Ber. aus Ungarn, Bd. 16 (Budapest 1899), $S. NE sowie Bol. I, 5. 34f. 
und 124 ff. : 

5) ire Math. u. nat. Ber. a. Ung., à. a. O., S. 281—292; in deutscher 
Übertragung Bol. II, S. 221—233. In Bol. I, S. 124—133, gibt Stäckel eine zu- 
sammenhängende Darstellung der Arbeiten von (W. und namentlich) J. Bolyai 
über die imaginären Grüben. 
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mittel, die in der Arithmetik vermieden werden müsse!); zweitens 
wendet er sich gegen die unbegründete und ohne vorbereitende 
Definition geschehene Einführung von + als mittlerer Pro- 
portionalen zwischen + 1 und — 1 und gegen die quadratische 
Gittereinteilung, die ebensogut durch eine rhombische?) ersetzt 
werden kônne. Johann Bolyai ist so der erste, der gegentüber 
dem Gedankengang von GauB und seinen Vorgängern die Forde- 
rung der Arithmetisierung erhoben hat, und seine Ausführungen 
stellen auch nächst der (freilich nicht nur zeitlich vorangehenden, 
sondern auch sachlich weit überlegenen) Darstellung Hamiltons *) 
die früheste auf räumliche Vorstellungen Verzicht leistende Be- 
handlung unseres Gegenstandes dar. 


Die vorangegangenen Bemerkungen wiesen zunächst darauf 
hin, daf GauB keineswegs als der erste betrachtet werden kann, 
der die übliche Methode zur räumlichen Versinnlichung der kom- 
plexen Zahlen in der Ebene klar entwickelt hat. Ferner wird 
man auf Grund der Einwände, die gegen seine Auffassung dieser 
Versinnlichung als der ,reinsten“ grundsätzlichen Rechtfertigung 
des Gebrauchs der komplexen Zahlen erhoben werden kônnen, vom 
prinzipiellen,, auf den Zahlbegriff gerichteten Gesichtspunkt aus 
den arithmetischen Theorieen Hamiltons und J. Bolyais, mit denen 
die moderne Betrachtungsweise dieses Gegenstandes anhebt, den 
Vorzug vor den Gaufschen Überlegungen geben. 

Diese beiden rein theoretisch bemerkenswerten Tatsachen 
dürfen aber nicht dazu führen, das historische Verdienst nun etwa 
geringer einzuschätzen, das sich Gauf um die Einbürgerung der 
komplexen Zahlen in der Mathematik als nicht nur geduldeter 
sondern vollberechtigter Bürger des Zahlenreichs erworben hat. 
Ganz abgesehen von der Abhandlung Wessels (1799), die bis gegen 


1) Den nämlichen Einwand in bezug auf die GauBsche Inauguraldissertation 
hatte in verhüllter Form schon Wolfgang Bolyai erhoben: Tentamen I, S. 425 
(ed. sec., S. 461). 

2) Bei einer solchen KEinteilung würde, wie R. Baltzer (Journ. f. Math, 
Bd. 94 (1883), S. 89) bemerkt hat, eine willkürliche Konstante y (die bei recht- 
- ist) in die Rechnung eingehen und a+ #0 würde 

sin (y—œ) + 1 sin y 
sin y 


winkliger Einteilung gleich 


sich statt in der Form r (cos @ + àsin g) vielmehr in der Form 


darstellen. 

3) Gemeinsam ist beiden Autoren das Hereinziehen des Zeitbegriffs, der 
aber in beiden Darstellungen kein wesentliches Moment bildet und unschwer eli- 
miniert werden kann. 
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Ende des 19. Jahrhunderts fast unbekannt geblieben ist, sind auch 
die nächsten Arbeïten aus dem Anfang des 19. Jahrhunderts, nament- 
lich diejenige Argands, trotz der Hinweise und Ergänzungen in 
Gergonnes Annales de mathématiques zunächst wenig bekannt ge- 
worden und namentlich auferhalb ihrer Ursprungsländer fast un- 
beachtet geblieben; es sei nur erinnert, daf Cauchy noch 1844 die 
Arbeïten Argands und seiner Nachfolger anscheinend nicht kannte 
(vgl. o. S. 39) und daf ferner in der Preisaufgabe der Jablonowski- 
schen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig vom Jahre 1834, 
deren eine Bearbeitung J. Bolyais Responsio darstellt, zwar auf 
die keineswegs einwandfreie Untersuchung Buées und auf die erst 
1828 erschienenen Arbeiten Moureys und Warrens verwiesen wird, 
aber von ihrem Vorgänger Argand keine Rede ist’) Andererseits 
ist Hamiltons Auffassung erst 1853 weiteren Kreisen bekannt ge- 
worden und auch Cauchys arithmetische Theorie datiert aus den 
letzten Lebensjahren von Gauf, während J. Bolyais Preisschrift 
erst 1899 verôffentlicht worden ist. 

Dañ GauB selbst der Gegenstand in jüngeren Jahren als 
nicht vüllig geklärt erschien, geht namentlich aus seinen zurück- 
haltenden ÂuBerungen in der Inauguraldissertation (und aus der 
auf S. 26 zitierten Âuferung an Hansen) hervor; und daf er sogar 
noch nach seiner Darstellung von 1831 die Theorie keineswegs als 
ganz einfach und naheliegend betrachtet hat, zeigt sein Brief an 
Drobisch vom 14. August 1834, wo er es ausdrücklich hervorhebens- 
wert findet, er habe bei ôfterem mündlichem Vortrag seiner Theorie 
gefunden, daf sie ,sehr leicht aufgefaft wird und gar nichts 
Abstruses behält“ (W. X 1, S. 106). Vergleicht man damit die Be- 
merkurg in der Jubiläumsschrift von 1849 ,Gegenwärtig, wo der Be- 
griff der komplexen GrüBen jedermann geläufig ist“ (W. III, S. 74) 
und die auf S. 30 angeführte Stelle aus einem Brief an Schumacher 
von 1850 (sowie entsprechende aus dem um die nämliche Zeit ent- 
standenen Nachlastück ,Konvergenz der Reiïhen ...“), und be- 
denkt man weiter auf Grund der vorangegangenen historischen 
Bemerkungen, wie wenig EinfluB die einschlägigen Arbeiten der 
franzôsischen und englischen Mathematiker in der ersten Hälfte 
des 19. Jahrhunderts ausgeübt hatten, so wird man sagen müssen: 
Es ist — mindestens auf dem Kontinent — in erster Linie GauB 
gewesen, der tatsächlich den komplexen Zahlen die gleichberech- 
tigte Anerkennung in der Mathematik verschafft hat, einmal durch 


1) Der Text der Preisaufgabe ist abgedruckt in den Math. u. nat. Ber. a. 
Ungarn, à. à. O., S. 264f. 
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den grundsätzlichen Hinweis auf ihre anschauliche Darstellbarkeit 
in der Ebene, weiter aber auch — und hierin teilt er freilich sein 
Verdienst mit Männern wie Abel, Jacobi, Cauchy — durch die 
ausgedehnten und fruchtbaren Anwendungen, die er auf den Ge- 
bieten der Algebra, Funktionentheorie !), Zahlentheorie und Geo- 
metrie von den komplexen Zahlen gemacht hat. 


D. Die Theorie der hôheren komplexen Zahlen. 


12. Die Quaternionen. 


Der Gedanke an eine besondere Theorie der komplexen Zahlen 
mit mehr als zwei Haupteinheiten scheint GauB ferngelegen zu 
haben. Dennoch hat er sich, und zwar nach zwei Richtungen hin, 
tatsächlich an den Anfängen dieser Theorie beteiligt, durch eine 
(im NachlaB vorgefundene) Entdeckung und durch eine beiläufige, 
aber nicht ohne Wirkung gebliebene Anregung.. Es handelt sich 
das einemal um die erste sachliche, wenn auch nicht formale Ver- 
wendung der Quaternionen, das anderemal um die (freilich recht 
unbestimmt hingeworfene) Bemerkung am Schlu8 der Selbstanzeige 
von 1831, deren versprochene Ausführung unterblieben ist. 

.. Bei de Untersuchungen über Drehungen im Raum, die Wessel 
als Anwendung seiner Theorie der Vektoren in der in Nr. 10 (S. 37) 
angeführten Schrift anstellte, gelangte er zu einem Ansatz von 
Ausdrücken mit drei Haupteinheiten, von denen eine gleich 1 ist, 
die zwei anderen beide quadriert — 1 ergeben; er kommt in den 
weiteren Ausführungen dem Begriff der Quaternionen sehr nahe?) 
und macht im Grund erfolgreiche Anwendungen von ihm, ohne 
doch theoretisch die entscheidenden Schritte zu tun und nament- 
Lich das Multiplikationsgesetz zu erkennen. Von den an Argand 
anknüpfenden franzôsischen Mathematikern sei nur Servois erwähnt, 
der ganz allgemein schlieBt, zur Ausdehnung der Argand-Gergonne- 
schen Betrachtungen von der Ebene auf den Raum bedürfe man 
dreier Einheiten statt der beiden 1 und :*); er aber wie seine 
Zeïitgenossen scheitern an dem vergeblichen Versuch, die neuen 


1) GauB’ Erkenntnis der Bedeutung des Imaginären für die Funktionentheorie 
kann allerdings nur durch seine mündliche und briefliche Einwirkung auf be- 
freundete Mathematiker (und gelegentliche Bemerkungen im Druck) von Bedeu- 
tung gewesen sein, da er seine einschlägigen Arbeiten nicht verôffentlicht hat. 

2) Vgl. die zweite Vorrede zur Neuausgabe der Wesselschen Schrift von 
T. N. Thiele, S. XIII. 

8) Anv. de math. pures et appl., t. 4, $. 235. 
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Ausdrücke wiederum auf die Form a +bi zu bringen') oder sie 
sonstwie ihrer ,Absurdität“ zu entkleiden. Entsprechende Ver- 
suche wurden in England (von Hamilton und anderen Autoren) 
erst seit 1831, und zwar zunächst ebenfalls vergeblich, ange- 
stellt *). 

Demgegenüber hat GauB in einer vermutlich schon aus dem 
Jahre 1819 stammenden nachgelassenen Untersuchung (W. VIII, 
S. 857 ff. namentlich S. 859 unten bis S. 860 oben) sachlich voll- 
kommen den Gegenstand beherrscht. Er führt die uns als Qua- 
ternionen bekannten Ausdrücke als Komplexe (,Scalen“ oder ,Com- 
binationen“) von vier reellen Zahlen (a, b, c, d) ein, gibt ihr Multi- 
plikationsgesetz an und weist ausdrücklich darauf hin, daf diese 
Maultiplikation nicht kommutativ sei. Freilich wird dieser Gegen- 
stand keineswegs etwa als eine Frage der Arithmetik berührt, 
sondern die Komplexe scheinen lediglich ersonnen als Hilfsmittel, 
um die Zusammensetzung der ,Mutationen des Raumes“ zu be- 
herrschen ®). lient 

Die tatsächliche historische Bedeutung dieser (allerdings erst 
1900 verüffentlichten) Überlegungen erhellt aus dem Umstand, daf 
Hamilton erst 1843 seine Quaternionen entdeckt und damit das 
erste Beispiel eines Addition und Multiplikation gestattenden 
Systems von komplexen Zahlen mit mehr als zwei Haupteinheiten 
den Mathematikern vorgelegt hat, während um die gleiche Zeit 
GraBmanns Ideenbildungen in der ,Linealen Ausdehnungslehre“ von 
1844 verôftentlicht wurden. Die Aufmerksamkeit weiterer Kreise 
wurde übrigens auf diese Arbeiten und fernere Untersuchungen 
englischer und franzôüsischer Forscher über hôhere komplexe Zahlen 
— wenigstens auf dem Kontinent — erst durch H. Hankels 1867 
erschienene ,Theorie der complexen Zahlensysteme“ gelenkt, die 
gleichzeitig durch die Allgemeinheït ihres Standpunktes (wenigstens 
im Vergleich zu Hamilton) eine neue Epoche einleitet. 


1) Argand selbst glaubte übrigens, man kônne in der gleichen Weise, wie 
man den Übergang von den eindimensionalen (reellen) GrüBen zu den zweidimen- 
sionalen der Form a + bi bewerkstellige, auch weiter zu mehrdimensionalen Aus- 
drücken gelangen; als einfachsten nicht in der Form a + bi darstellbaren Aus- 
druck (aussi hétérogène par rapport à V=T que l’est celle-ci par rapport à + 1“) 
vermutete er & (Ann. de math. pures et appl., t. 4, S. 146 und t. 5, S. 199); vgl. 
die darauf bezüglichen Bemerkungen von Servois und Gergonne, ebenda, t. 4, S.231f.). 

2) Vgl. die Vorrede zu Hamiltons Lectures on quaternions, S. (35) ff. 

3) Auch von ,trikomplexen Zahlen“ als der Verallgemeinerung der gewôhn- 
lichen komplexen (,bikomplexen“) für räumliche Betrachtungen macht GauB ge- 
legentlich Gebrauch, ohne jedoch ein Multiplikationsgesetz für diese Zahlen auf- 
zustellen; vgl. Stäckel, S. 88. 


46 A. Fraenkel, 


13. Die allgemeine Frage der Môglichkeit hôherer | 
komplexer Zahlen. 


Scheint GauB durch diese Untersuchungen nicht auf den all- 
gemeinen Begriff der hôheren komplexen Zahlen geführt worden 
zu sein, so dürfte aus dem Schlufisatz der Selbstanzeige zu ent- 
nehmen sein, daf er zu einer — wenn auch anscheinend nicht ganz 
deutlichen — Vorstellung eines derartigen Begriffs auf einem an- 
deren Wege gelangt sei. Es war oben im Beginn von Nr. 8 ($. 25f.) 
die Rede von der inneren Entwicklung, die er im Bestreben nach 
einer einfachen und zusammenhängenden Darstellung seiner grund- 
sätzlichen Anschauungen über das Wesen der komplexen Zahlen 
(namentlich in den Jahren 1825—1831) durchgemacht hat; eben 
diese Entwicklung scheint auch für den vorliegenden Gegenstand 
von Wichtigkeit geworden zu sein. Die Bedeutung der Schluf- 
bemerkung in der Selbstanzeige von 1831 tritt schärfer hervor, 
wenn man ibhr die folgenden Bemerkungen aus der Inauguraldisser- 
tation gegenüber stellt: ,...reales et imaginarias sub denomina- 
tione communi quantitatum possibilium complecti mallem; 
contra, impossibilem dicerem quantitatem, quae conditionibus 
satisfacere debeat, quibus ne imaginariis quidem concessis satis- 
fieri potest, attamen ita, ut phrasis haec idem significet ac si 
dicas, talem quantitatem in toto magnitudinum ambitu non dari. 
Hinc vero genus peculiare quantitatum formare, neutiquam conce- 
derem“ (W. III, S. 6 Fufnote). Âhnlich bei der Kritik des Euler- 
schen Beweises (ebenda, $S. 14). Namentlich aus der ersteren Stelle, 
wo er derartige, auBerhalb des Bereichs der komplexen Zahlen 
gedachte Grôfen durch den Vergleich mit einem gleichseitigen 
rechtwinkligen Dreieck als in sich widersprachsvoll kennzeichnet, 
ist zu ersehen, daf er solche GrüBen von vorneherein als absurd 
angesehen und es gar nicht etwa der Mühe wert gefunden hat, 
durch eine methodische Untersuchung die Absurdität nachzuweïsen. 
Hier zeigt sich in der Beurteilung der GrüBen, die , Bedingungen 
zu erfüllen hätten, welche auch bei Zulassung der komplexen Zahlen 
nicht befriedigt werden künnen“, ein weiter Abstand gegenüber 
der Auffassung in der gleichzeitigen Abhandlung Wessels, wo an 
der Vorstellung von GrüBen, durch deren Zulassung eine quadra- 
tische Gleichung mehr als zwei Wurzeln erhält, kein Anstof ge- 
nommen wird (vgl. 0. S. 44). 

Demgegenüber schlieft Gauf seine Selbstanzeige mit dem Satze: 
»Der Verf. hat sich vorbehalten, den Gegenstand, welcher in der 
vorliegenden Abhandlung eigentlich nur gelegentlich berübrt ist, 
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künftig vollständiger zu bearbeiten, wo dann auch die Frage, 
warum die Relationen zwischen Dingen, die eine Mannigfaltigkeit 
von mehr als zwei Dimensionen darbieten, nicht noch andere in 
der allgemeinen Arithmetik zulässige Arten von Grôfen liefern 
künnen, ihre Beantwortung finden wird.“ Er hat es also 1831 
Jedenfalls nicht mehr als von vorneherein selbstverständlich ange- 
sehen, da solche weitere Arten von Grüfen in sich widerspruchs- 
voll seien, sondern hat diese Frage als eines eingehenden Beweises 
würdig erachtet. (Vielleicht hängt es mit seinen hierauf bezüglichen 
Überlegungen, die damals komplexe Zahlen mit mehr als zwei 
Haupteinheiten in den Vordergrund seines Interesses rücken mochten, 
auch zusammen, daf er in einer aus dem Juli 1831 stammenden 
nachgelassenen Notiz (W. II, S. 305—307; W. VIII, $. 348—350) 
bei der Behandlung einer geometrischen rase implizit gleichfalls 
hôühere komplexe Zahlen benutzt.) 

Man wird jedenfalls angesichts derartiger sowie der mit Qua- 
ternionen arbeitenden Untersuchungen den angeführten Schlufsatz 
nicht dahin verstehen dürfen, als habe GaufB GrüBen anderer Art 

als widerspruchsvoll nachweisen wollen, er, der sie, wenn auch 
_ nur implizit, ja selbst erfolgreich benutzt hatte. Es dürfte viel- 
mebr die Auffassung naheliegen, GauB habe andere Ausdrücke als 
die reellen und komplexen GrôBen nicht als der Arithmetik 
zugehôrig, also nicht als Zahlen betrachten wollen, weil sie 
sich den für die (reellen wie komplexen) Zahlen gültigen Rechen- 
regeln nicht fügten!). Versteht man Gauf in diesem Sinne, s0 
muf man voraussetzen, daf er den Satz, wonach die Ersetzung 
des Bereichs der gewühnlichen komplexen Zahlen durch einen Be- 
reich komplexer Zahlen mit mehr als zwei Haupteinheiten die 
Aufgabe eines Teils der formalen Gesetze der Arithmetik?) nach 
sich zieht, entweder bewiesen oder intuitiv geahnt hat; diese Ver- 
mutung liegt um so näher, als er sich ja schon lange zuvor von 
der Eigenschaft der Quaternionen, eine nichtkommutative Multi- 
plikation zu besitzen, überzeugt hatte. Den Beweis jener Tat- 
sache hätte dann (neben der endgültigen Rechtfertigung der kom- 
plexen Zahlen) die in dem Schlufisatz der Selbstanzeige angekune 
digte. Untersuchung enthalten sollen. 

Zum AbschluB noch einige Worte über das spätere Schicksal 
jener spätestens 1831 von GauB gewonnenen Erkenntnis! J. Bolyai 


1) Vgl. die mit dieser Auffassung. sich im wesentlichen deckende engnne 
bei Hankel, S. 108. 

2) Es handelt sich bekanntlich um die assoziativen, kommutativen und distri- 
butiven Gesetze und um den Satz, wonach ein Produkt nur zugleich mit einem 
der Faktoren verschwinden kann. 
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erhebt am Schluf seiner Preisschreift von 1837 (s. o. S. 41) Ein- 
spruch gegen die Gaufsche Behauptung, man kônne andere Arten 
von Grüfen als die reellen und komplexen in der GrôBenlehre 
nicht zulassen, und beruft sicht demgegenüber auf die einschlägige 
Betrachtung in seiner Preisschrift, die jedoch nach dieser Richtung 
keineswegs einen Fortschritt gegenüber GauB darstellt. Es ist 
übrigens von Interesse, das J. Bolyai, wie Stäckel ") bemerkt hat, 
auf einem wabrscheinlich aus dem Jahre 1830 stammenden Zettel 
sich um ein Multiplikationsgesetz für ein System komplexer Zahlen 
mit sechs Haupteinheiten bemüht. Er äufert auf diesem Zettel: 
wenn man ein solches System mit sechs Einheiten betrachte, so 
hôrten die ganzen Schluffolgen auf, obwohl es keine Ungereimt- 
heiten enthielte; diese skeptische Erwägung, die nach Stäckel (auf 
Grund einer weiteren Bemerkung Bolyais) vor allem auf die in 
einem solchen System mehr als zweifache Wertigkeit der Quadrat- 
wurzel zu beziehen ist, scheint denn auch für ihn die Veranlassung 
gewesen zu sein, von der Betrachtung hôherer komplexer Zahlen 
generell abzusehen (ähnlich wie auch wohl für GauB, aber im 
Gegensatz zu Wessel und Hamilton). 

Die ersten Beweise der GauBschen Batuntne gaben in 
den 60er Jahren des vorigen Jahrhunderts unabhängig von ein- 
ander Weierstraf (s. o. S. 40) und H. Hankel?), ersterer in dem 
allgemeineren Sinn, daf auch ein System komplexer Zahlen mit 
zwei Haupteinheiten, das alle formalen Gesetze befriedigt. nicht 
môglich ist, ausgenommen das System der gewühnlichen komplexen 
Zahlen und die aus ïihm durch lineare Transformation hervor- 
gehenden Systeme. Die Verallgemeinerung dieses Satzes, wonach 
selbst der Verzicht auf das kommutative Gesetz der Multiplikation 
nur noch das System der Quaternionen re stammt be- 
kanntlich von Frobenius *). 

Übrigens ist die Gaufsche Bitet on nur mit einer Ein- 
schränkung richtig, nämlich nur so lange, als nicht unendlich 
viele Haupteinheiten (Dimensionen) zugelassen werden. Daf 
Systeme mit unendlich vielen Haupteinheiten existieren, in denen 
alle formalen Gesetze erfüllt sind, lehren triviale Beispiele (z. B 
das System aller rationalen Funktionen einer Variabeln in einem 


1) Bol. I. S. 132f, 

2) Hankel, S. 106—108. 

3) Journ. f. Math, Bd. 84 (1878), S. 59#. Vgl. auch C.S. Peirce im Amer. 
Journal of math., vol. 4 (1881), S. 225—2929,. 
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beliebigen Zahlkôrper) und ist z. B. von H. G. Grafmann!) und 
Hankel?) ausdrücklich bemerkt worden. Solche Systeme sind aber 
(nach Einführung einer Anordnungsvorschrift) nichtarchimedisch ; 
sehr allgemeine Typen solcher Systeme haben H. Hahn*) und 
K. Th. Vahlen“) näher untersucht. 


1) Ausdehnungslehre von 1862, S. 240; GraBmanns Werke I1 (Leipzig 1896), 
9. 239; 

2) Hankel, S. 110—112. 

3) Sitzungsber. d. Math.-nat. Klasse d. Akad. d. Wissensch. Wien, Bd. 116 
ITa (1907). $. 601—655. 

4) Jahresbericht d. D. Math.-Vereinig., Bd. 16 (1907), S. 409 ff. 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1920. Beïhoft. 4. 


Anhang. 


Zum ersten und vierten Gaussschen Beweise des 
Fundamentalsatzes der Algebra. 


Von 


Alexander Ostrowski in Gôttingen. 


In den folgenden Ausführungen soll versucht werden, den 
ersten GauBschen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra in 
einer vollständig strengen Form darzustellen, ihn zu ,arithmeti- 
sieren“. (Gregen diesen Beweis ist bekanntlich wiederholt der Ein- 
wand erhoben worden, daf in ihm über den Verlauf gewisser al- 
gebraïscher Kurven Annahmen gemacht werden, deren strenge 
Begründung ohne Benutzung des Fundamentalsatzes der Algebra 
sehr schwer sein dürfte}. Da der Gauñsche Beweis in diesem 
Punkte einer Ergänzung bedarf, hat ja bereits Gau$ selbst zu- 
gegeben, indem er sich bereit erklärte?), die in Frage kommenden 
Eigenschaften algebraischer Kurven auf Wunsch streng zu be- 
weisen. Indessen hat GauB diesen Punkt nie ausgeführt°). Es 
wird sich im Folgenden hauptsächlich darum handeln, für die 
algebraischen Kurven, auf deren Verlauf es ankommt, zu zeigen, 
daf sie sich in endlich viele reguläre Bogen zerlegen lassen. Ich 
môchte gleich hier hervorheben, daf die Überlegung, durch die 
dies gezeigt wird, für beliebige algebraische Kurven ausreicht. 
Dabei werden einige einfache Sätze der Analysis benutzt, aufer- 


1) Vgl. z. B. F. Rudio, Über den Cauchyschen Fundamentalsatz in der 
Theorie der algebraischen Gleichungen. Vierteljabrschrift d. Zürich. Naturforsch. 
Ges. XXXIX (1894). 

2) Dissertation (1799), Art. 21 FuBnote, W. II, S. 27. 

8) Eine eingehende Analyse der GauBschen Beweise des Fundamentalsatzes 
der Algebra wird im 2. Teile des Aufsatzes von A. Fraenkel gegeben werden. 
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dem noch die folgende algebraische Tatsache: Hat ein Polynom 
in zwei Veränderlichen unendlich viele gemeinsame 
Nullstellen mit seiner Ableitung nach einer vondiesen 
Veränderlichen, so besitzt es einen mehrfachen Fak- 
tor. Diese Tatsache ist leicht zu beweïisen, etwa mit Hilfe des 
Euklidischen Algorithmus, wobei dann allerdings die für alle Sätze 
über die Teilbarkeit von Polynomen fundamentale Erweiterung 
des GaufBschen $Satzes über die Teiler ganzzahliger Polynome her- 
anzuziehen ist !). 

Mit dieser Note hoffe ich auch ein Desideratum zu erfüllen, 
das L. Schlesinger in seiner Monographie über GauB’ Arbeiten 
zur Funktionentheorie ausgesprochen hat ?). 


1. Es sei 
fe) = 2 +AT +. HCE T(r,o)+iU(r,o) = T(x,y) +iU(x, y) = 0 


die vorgegebene algebraische Gleichung, wo r,o9 Polarkoordinaten, 
x, y kartesische Koordinaten sind. Um zu beweisen, da T — 0, 
U = 0 sich in # Punkten schneïden, ist es nôtig, den Verlauf der 
beiden Kurven zu untersuchen*). Wir benutzen dabei zuerst Po- 
larkoordinaten. : 


0 
Es soi © = 7. Teilen wir darch 4» Halbstrahlen 9 ——o, 


9 = ©, pe — 3® usw. die ganze Ebene in 4x Winkelräume und be- 
zeichnen wir sie durch (1), (2),...(4n), so gibt es, wie wir jetzt 
beweisen werden, eine Zahl À mit folgender Eigenschaft: 1) f(2) 
hat keine Wurzel vom absoluten Betrage = R. 2) Man beschreibe 
um den Nullpunkt einen Kreis (Q) mit dem Halbmesser RZ R. 
Dann ist auf dem letzten Kreise im Intervalle (1) 7 und _ 
positiv, U hingegen zuerst < 0, dann —0, hat also eine Wurzel 
Ô 
innerhalb des Intervalls (1) und zwar nur eine, wegen _ 10 


Im Intervall (2) ist U=0, a <0, T zuerst —0, dann <0, also 


innerhalb des Intervalls einmal und nur einmal = 0. In (3) ist 


1) 8. z. B. Weber, Lehrbuch der Algebra, Bd. I, (2. Auf.) S. 25—27. 
2) Schlesinger, S. 38, Fufnote 2. 


3) Bei der Ausführung einiger Einzelheiten werden wir uns mehr an die 
Bezeichnungen und die Beweisanordnung des 4. GauBschen Beweises halten. 
W. II, $S. 73—85. 
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T<0, + <0 Uenmel = (in & U<0, . DÉPOT Team 
= 0 usw. 
Um ein solches À zu finden, bezeichnen wir die absoluter : 
Beträge der Koeffizienten À, ..., C von f(+) durch a, ..., c und 


die Summe dieser absoluten Beträge durch $. Dann besitzt 
R — V2 S+1 die geforderte Eigenschaft. In der Tat gilt für 
RER 
|T — R" cos ne] <aR"'+...+c< RS 

_ — nR'cosnog|<(n—1)aR" +... <nRTTS. 

oU 
Daher haben dann für jedes o, für das [cos no|Z V4 ist, T'und e 
das Vorzeichen von cos #9. Dies findet also für alle o statt, die für 
ganze k zwischen (8% — 1) und (84+ 1), oder zwischen (8%+3)o 
und (84 +5) liegen, d. h. in den Intervallen (1), (3), (5)... Und 


rar dinde (0 6). Ta _ HU 0) SES 
Ganz analog sehen wir, daB, sobald [sin 9] V4 ist, Ufür RZ R das 
Vorzeichen von sin #e und FS das Vorzeichen von — sine hat. 


Dies findet also für alle o statt, die für ganze % zwischen (84 + Lo 
und (84+3)œ oder zwischen (8% +5) und (84 + 7) liegen, d. h. 
in (2), (4), (6), ... Und zwar ist in (2), (6), ... U positiv, A 
negativ, in (4), (8), ... aber U negativ, _ positiv. — Daraus er- 
geben sich unsere obigen Behauptungen sofort. 

2. Danach ist es leicht, den Verlauf etwa der Kurve U = 0 für 
r Z À zu beschreiben. Sie zerfällt auBerhalb des Kreises (AR) mit 
dem Halbmesser À in 2x Zweige, die in den Intervallen (1), (3), ..…. 
getrennt verlaufen. Fassen wir etwa die Nullstellen von U aufer- 
halb (À) in (1) ins Auge, so liegt auf jedem Kreise r — R(RZ R) 
genau eine. Alle diese Nullstellen bilden aber eine stetige 
Kurve. Um dies zu beweisen, brauchen wir nur folgendes zu 
zeigen: Ist w => À und (w, #) die Nullstelle von U, die in (1) auf 


dem Kreise r — w liegt, so kann man jedem s ein solches à zu- 
ordnen, daB, wenn w'= R, w—0 <w = +0 ist Re die auf 
dem Kreise r — w’ in " liegende Wurzel durch CE (w')) be- 
zeichnet wird, re d(w)|<es bleibt. Da aber U in e 9) auf 
dem Kreise r — w von negativen zu positiven Werten übergeht, 


so ist für ein hinreichend kleines &' < & 
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U(w, 95—s)<0, U(w, 3 +s) > 0, 


und sowohl (w, #— se’) als auch (w, 9 +’) bleiben innerhalb (1). 
Da U stetig in den Variabeln r,@ ist, so hat man für ein hin- 
reichend kleines à 
U(w',3—s)<0, U(w', 3 +e)—>0, 

solange 4 — 0  w' < w + Ô bleibt. Daher befindet sich auf dem 
Kreise 7 — w' in (1) eine Nullstelle von U, deren Argument 
zwischen # — es und 8 +’ liegt, für die also | #(w')—9|<e ist. — 

3. Um den Verlauf von U — 0 innerhalb des Kreises (R) zu 
studieren, benutzen wir kartesische Koordinaten x, y. Ist U iden- 
tisch = 0 für irgend ein æx — x,, so ist U durch x — x, teilbar; 
die Kurve U — O0 enthält also eine Gerade. Dann dividieren wir 
U durch æ—x, und studieren den Verlauf der so entstehenden 
Kurve. Wir kônnen daher annehmen, da8 für jedes æ die Gleichung 
U — O0 nicht mebr, als # Wurzeln in y hat. Wir notieren nun 
alle Werte von x, falls es solche gibt, für die zugleich U und 


_ oder U und = verschwinden kann. Gibt es deren unend- 


lich viele, so mu U mehrfache Faktoren besitzen, die wir dann 
von vornherein entfernt denken‘)} Andererseits notieren wir die 
Werte von x, für die U — 0 den Kreis (À) schneïdet. 

Sind die so notierten Werte x, <x,<::.<x,, so legen wir 
dieSchar der Parallélén, 2 = 7, %—"x,,". durch die das 
Innere des Kreises in endlich viele Streifen eingeteilt wird. Wir 
betrachten das Innere eines solchen Streifens, etwa zwischen 
x = x, und æ — x, Es habe nun U(x, y) für irgend ein # zwischen 
æ, und x, genau » Nullstellen 7, <m, <:::<®,. Dann hat 
U, behaupten wir, für jedes x zwischen x, und %, ge- 
nau » Nullstellen. Zum Beweise bemerken wir vor allem, 
daB U auf der Geraden x — % beim Durchgang durch eine Null- 


stelle » das Vorzeichen ändert, da auf dieser Geraden . Æ O ist. 


Zuerst zeigen wir nun, daB jedem noch so kleinen s = 0 ein 
solches 0 entspricht, daB es für jedes x zwischen Z + 0 und x — d 
m Nullstellen von U gibt, die bezw. innerhalb der mit dem Halb- 
messer 2e um ,, %,-.-7N beschriebenen Kreise liegen. Es sei 
für ein hinreichend kleines 0 < & etwa 


1) Es ist übrigens leicht zu zeigen, daB U keine mehrfache Faktoren haben 
kann. Denn entfernt man einen solchen Faktor, so wird der Grad von U ver- 
kleinert, und U kann nicht auf jedem Kreise von hinreichend grofem Halbmesser 
2n verschiedene Nullpunkte haben. 
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U(z, m8) <0, U(x, m+0) > 0 

U(x, M — 0) 0, U(x, M + Ô) < 0 
usw. Da U stetig in æ ist, gibt es ein solches d <e (für das 
überdies +, < x — 0 < x + 0 < x, bleibt), daf 


U(x, m—0) <O, U(x, nm +9) >0, 
U(x, Mm—0) >0, U(x, M2 +0) < 0 
usw. für æ—d<x<x +0 ist. Dann liegt für jedes solche x 
wenigstens eine Wurzel von U zwischen ,—0 und », +0, ihre 
Entfernung von (x, 7) ist also <ôÔ+0—<2e und dasselbe gilt 
auch für %,, M3 » + + Mme 
Es seien ?’ und #” ({’ 1”) die Ordinaten der Punkte, in denen 
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von O verschieden ist, so kann man s wegen der Stetigkeit von 
_. so klein gewählt denken, daf _. in jedem der obigen um 
Mis Vas +.) Um beschriebenen Kreise +4 0 bleibt. Dann kann nach 
dem Rolleschen Satze in jedem dieser Kreise für jedes x zwischen 


x—0 und x+0 nur eine Wurzel von U liegen. Es sei 2 M die 


untere Grenze von U in den auf der Geraden x — x gelegenen 
Intervallen 
EYE re MR UE Gé oO LE 


Wegen der gleichmäBigen Stetigkeit von U als Funktion der 
Variabeln x und des Parameters y kann man Ô so klein wählen, 
daf die Ânderung von U, wenn x sich zwischen 7 — 0 und # +0 
bewegt, y aber in den obigen Intervallen bleibt, nicht grôfer als 
M ist, und U selbst daher von O verschieden bleibt. Es môügen 
ferner in den Kreisen um (x,{'), (x, {”) mit den Halbmessern & 
keine Nullstellen von U liegen. Wählen wir dann Ô so klein, 
daf die Schnittpunkte der Geraden x = x + d und x = x —à 
mit dem Kreise (R) von den entsprechenden Punkten (2, t'), (x, t”) 
um weniger als & entfernt sind, so sind wir sicher, daB:für 
kein + zwischen x —0 und x +0 die Funktion U Wurzeln auBer- 
halb der um #%,, %,,...7, mit dem Halbmesser & beschriebenen 
Kreiïse besitzt, d. h., dafi U für diese x genau » Wurzeln hat, die 
in beliebige Nähe bezw. von »,, 7,,...m, gebracht werden kônnen, 
wenn man Ô hinreichend klein wählt. Gibt es nun zwischen x, 
und x, solche x, für die die Anzahl der Wurzeln der Funktion U 
von » verschieden ist, und gibt es solche + insbesondere auch 
zwischen x, und %, so sei Z die obere Grenze aller der letzten 
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Bedingung genügenden x. Ist die Anzahl der Wurzeln von U für 
Z gleich »,, so gilt nach dem oben bewiesenen dasselbe auch in 
einer gewissen Umgebung von Z nach rechts. Da aber x die obere 
Grenze aller æ zwischen x, und # ist, für die die Anzahl der 
Wurzeln von "= verschieden ist, so muB #», — m sein. Dann ist 
aber auch in einer gewissen Umgebung von Z nach links die Anzahl 
der Wurzeln von U gleich "», nach dem oben bewiesenen, und 
dies widerspricht der Annabme, daf Z die obere Grenze der x 
ist, denen eine von » verschiedene Anzahl der Wurzeln von U 
entspricht. Folglich gibt es keine solchen x zwischen x, und x. 
Und ebenso beweist man, daf es keine solchen x zwischen Z und 
x, gibt. Damit ist unsere Behauptung vollständig bewiesen. 

4. Für ein æ zwischen x, und x, bezeichnen wir die innerhalb 
(R) liegende Wurzel von U mit der kleinsten Ordinate durch 
W, (x), diejenige mit der zweitkleinsten Ordinate durch W,(x) und 
so weiter. So erhalten wir "” eindeutige Funktionen W(x), 
W, (x), ..., W,(x), von denen nun aber sofort folgt, da sie für 
a, <ax<zx, stetig sind. Um dies etwa für W.(x) zu beweisen, 
brauchen wir nur zu zeigen, dafi für jedes % zwischen x, und x, 
sich jedem hinreichend klein vorgegebenen & ein solches à zuordnen 
läft, daf die der GrôBe nach i-te Wurzel von U, die æ entspricht, 
sich von W,(x) um weniger als & unterscheidet, solange zx —0 
<aæx—x+0 bleibt. Dies haben wir aber im vorigen nachgewiesen. 
Wir bemerken endlich, daB genau dieselben Überlegungen auch für 
die beiden Kreïssegmente gilt, die eventuell nach links von x,, 
bezw. nach rechts von x, liegen. — Jetzt folgt weiter, daf W.(x) 
differenzierbar, und daf 


oU 
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ist, also immer dasselbe Vorzeichen behält. Folglich sind die W 
monoton. Nähert sich x etwa dem Werte x,, so strebt W. (x) 
einem ganz bestimmten Grenzwerte zu. — Damit ist die ganze 
Kurve U — 0 innerhalb von (A) in eine endliche Anzahl regulärer 
Kurvenbogen zerlegt (wir werden sie gelegentlich als Elementar- 
bogen bezeichnen), zu denen noch isolierte Punkte auf den Ge- 
raden 4 = %,, æ — %,,... in endlicher Anzahl (hôchstens x) 
hinzukommen künnen. (Man kann zwar zeigen, daf solche 1so- 
_ lierte Punkte nicht vorkommen, doch dies ist jetzt ohne Belang). 

Innerhalb des von den Parallelen x — x,, # — x, und den 
Elementarbogen y — W(x), y — W,,,(x) begrenzten Bereiches (in 
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besonderen Fällen muf einer oder beide Bogen durch die Bogen des 
Kreïises (X) ersetzt werden) hat. U stets dasselbe Vorzeichen und 
dieses Vorzeichen wechselt längs eines Bogens y = W,(x), da auf 


é oU ' 
ihm ar: + O.ist. 
Es sei nun (x,,w) ein Punkt auf der Geraden x = %,, der 


nicht auf dem Kreise (X) liegt, und in dem von links und von 
rechts mehrere Elementarbogen zusammenkommen, etwa 


on W,, (x), RAIN De Wu (x) 
von rechts und 
Der W, (x), F Wu (@), 5 wi Wii @ 
von links. Wir grenzen auf æ — x, um (x,,w) zwei Intervalle 


J,(w+s—y>w) und J_(w—Ee<y<w) ab, in denen keine 
weitere Wurzel von U liegt. Dann grenzt längst J, das Grebiet 
dar y = W,,;(x) und y — W.,,,,(x) an das Gebiet zwischen 
We) und y = Wiy:(æ), und das Vorzeichen von U 
dt à in den beiden Gebieten dasselbe, wie in J,. Diese beiden Ge- 
biete bilden daher ein Gebiet. Dasselbe gilt auch für die Grebiete, 
die längst J_ an einander grenzen. Da daher U in den an den 
Punkt (x,, w) anstofenden Gebieten abwechselndes Vorzeichen hat, 
so ist die Anzahl dieser Gebiete gerade. Daher ist auch die 
Anzahl der in diesem Punkt zusammenkommenden Bogen gerade. 
Und diese Anzahl bleibt auch dann gerade, wenn man nachträg- 
lich die durch (x,,w) gehende Gerade x — x, hinzufügen muf. 
Was aber die auf dem Kreise (À) liesenden Punkte von U = 0 
betrifft, so künnen wir annehmen, daB sich in ihnen an den aufer- 
halb des Kreises verlaufenden Zweig von U = 0 genau ein Ele- 
mentarbogen anschlieBt. Denn dies ist nach dem eingangs über 
diese Zweige bewiesenen stets zu erreichen, indem man À etwas 
grôBer annimmt. 
5. Um nun die Existenz von Schnittpunkten von U — 0 und 
T = O zu beweisen, definieren wir auf jedem Elementarbogen 
von Ü = 0 eine Fortschreitungsrichtung durch die Festsetzung, 
daf beim Fortschreiten längs eines solchen Bogens das Gebiet mit 
U = 0 zur rechten Hand bleiben soll. — Dies ist müglich, da ja 
jeder Elementarbogen von U — 0 ein Gebiet mit U=0 von einem 
Grebiet mit U—<O trennt. Gelangen wir aber so zu einem Punkte, 
in dem mehrere Elementarbogen zusammentreffen, so sei festge- 
setzt, da wir von jedem Elementarbogen auf den nächsten von 
rechts hinübergehen. Dabei hat man stets ein Gebiet mit U=0 
zur rechten Hand. Treten wir nun in irgend einem Intervall 
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(4% + 1) längs der Kurve U — 0 in den Kreïs (À) ein, so werden 
wir nach unserer Festsetzung des Fortschreitungssinnes keinen 
Elementarbogen zweimal durchlaufen kônnen und werden daher in 
irgend einem Intervall (44+3) aus dem Kreise austreten. Wir 
erhalten daher im ganzen » sich ins Unendliche erstreckende Zweige 
der Kurve U = 0, die in den Intervallen (4% + 1) in den Kreis 
eintreten und in den Intervallen (4% + 8) aus ihm austreten. Wir 
wollen einen Zweig, der im Intervalle (4% + 1) in den Kreis ein- 
tritt, durch [k] bezeichnen. Nach unseren Festsetzungen über den 
Fortschreitungssinn künnen zwei von diesen Zweigen nie einen 
Elementarbogen gemeinsam haben, sondern hüchstens einzelne Punkte. 
(Aber auch in solchen Punkten schneiden sich, wie aus unseren 
Festsetzungen folgt, solche Zweige nie, sondern stofien nur an ein- 
ander an.) 

Durch das vorhergehende ist es noch nicht ausgeschlossen, 
daf es Elementarbogen gibt, die keinem der sich ins Unendliche 
erstreckenden Zweige angehôren. Wir werden bald zeigen, daf 
es solche Bogen nicht geben kann. Für unseren Zweck ist dies 
aber sogar unnôtig. Denn in dem Punkte im Intervall (44 +1), 
in dem ein Zweig [k] in den Kreis eintritt, ist das Vorzeichen 
von 7 positiv, im Austrittspunkte in einem Intervalle (44 + 3) 
aber negativ. Daher verschwindet 7 auf dem Zweige [k] von 
U = 0 in wenigstens einem Punkte, und damit ist gezeigt, daf 
auf jedem der » Zweige [k] wenigstens eine Wurzel von f(4) = 0 
liegt. Es ist sogar die Existenz von # Wurzeln von f(2) nachge- 
wiesen, allerdings unter der Annahme, daf die n Zweige [k] keinen 
Punkt gemeinsam haben. Um auch für den Fall, daf gewisse 
Zweige [k] an einander stofen, die Existenz von genau # Wurzeln 
von f(:) nachzuweïisen, hat man nur zu zeigen, daf$ wenn in einem 
Punkte, in dem à Zweige von U — 0 an einander stofien, wenig- 
stens eine Wurzel von f(2) liegt, in ihm genau à Wurzeln von 
f (e) liegen. Doch darauf wollen wir nicht näher eingehen !). 

6. Wir wollen noch der Vollständigkeit wegen zeigen, daf 
jeder Elementarbogen von U — 0 zu einem der Zweige [k] gehürt. 
Denn gehôrte ein Elementarbogen ÆE keinem der n Zweige [k] an, 
so kôünnten wir eine solche reelle Konstante 7 finden, daf f (2) + 
auf Æ eine Nullstelle hätte, dagegen in keinem der Punkte, in 
denen die Zweige [4] von U = 0 eventuell an einander stofen, ver- 
schwände, Da die U-Kurve von f(:)+7 mit der von f(:) über- 
einstimmt, so hätte f(2:) +) auf jedem der » Zweige [k] eine Wurzel, 


1) Vgl. W. Bd. III, S. 85—84. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klagse. 1920. Beiheft. 5 
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also im ganzen # Wurzeln, auBerdem aber noch eine Wurzel auf E, 
also im ganzen wenigstens + 1 Wurzeln, f (2) ist aber vom Grade ». 

Aus der damit bewiesenen Tatsache kônnen wir in einfacher 
Weise eine weitere Tatsache folgern, durch die der Verlauf der 
Kurve U — 0 im Sinne der Analysis Situs vollständig festgelegt 
wird. Es ist nämlich unmôglich, aus den Elementarbogen von 
U — 0 einen geschlossenen Zug zu bilden. Die Kurve U = 0 
zerfällt also, topologisch gesprochen, in eine Anzahl von Bäumen, 
die mit einander keinen Punkt gemeinsam haben. Dies läBt sich 
sofort aus der Potentialeigenschaft von U erschlieBen, da eine Po- 
tentialfunktion, die auf der ganzen Berandung eines ganz im End- 
lichen liegenden abgeschlossenen Bereiches gleich O ist, in der 
ganzen Ebene verschwinden muf. Es läft sich dies aber auch 
elementar wie folgt zeigen: 

Wäre es müglich, aus den Elementarbogen von U = 0 einen 
geschlossenen Zug zu bilden, so kônnte man, wie man leicht ein- 
sieht; auch einen solchen doppelpunktlosen geschlossenen Zug 
E, E,...Æ, bilden, in dessen Inneren kein Elementarbogen von 
U — O0 verläuft. Wir wollen annehmen, daB beim Durchlaufen 
von E Æ,...Æ, dessen Innere zur rechten Hand bleibt, was durch 
Umnumerieren der Bogen Æ, ...Æ, jedenfalls zu erreichen ist. Ist 
nun UZ0, im Inneren von Æ,...Æ, und schreiten wir längs eines 
Bogens Æ, gemäB dem früher festgesetzten Fortschreitungssinn, 
so werden wir nach diesen Festsetzungen stets auf dem Zuge 
E,...Æ, bleiben, so da8 E, keinem der »# Züge [k] angehôrt. Dies 
widerspricht aber der oben bewiesenen Tatsache. — Ist aber im 
Innern UZ=O0, von E,...Æ£, so ändern wir unsere Festsetzung 
des Fortschreitungssinnes in 5. dahin ab, daB beim Fortschreiten 
U zur rechten Hand negativ sein soll. Dann bleiben alle unsere 
Überlegungen mutatis mutandis in Kraft. — 

Wir haben oben anstatt U=0, U<O geschrieben UZO, 
UÆ<O0, um dem Vorkommen von isolierten Nullstellen von U 
Rechnung zu tragen. Es ist aber leicht nach derselben Methode 
zu zeigen, daB es isolierte Nullstellen von U nicht gibt. Denn 
wäre (x,, y.) eine solche, so gäbe es eine reelle Konstante ; der 
Art, daB f(2) +7 in (x,,Y,) eine Wurzel hätte. Ândern wir die 
reelle Konstante j beliebig wenig ab, so folgte aus der Stetigkeit 
der Wurzeln als Funktionen der Koeffizienten, daB die Nullstelle 
(%,, Y,) in eine andere übergeht, die von (x,, y) beliebig wenig 
entfernt bliebe. Daher müôte U in beliebiger Nähe von (x,, #) 
Nullstellen haben, so daB (x,, y,) nicht isoliert sein kann. — 
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